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Chapter-1 

સદિશ બીજગણિત ( Vector Analysis ) 

 ભૌતિકશાસ્ત્ર ના જુદાજુદા તનયમો િથા ભૌતિક રાતશઓ વચ્ચેના સબંઘંો સમીકરણની 

મદદથી દશાાવવામા ંઆવે છે.  ભૌતિક રાતશઓને સામાન્ય રીિે બે ભાગમા ંવહેંચી શકાય 

છે. (૧) અદદશ રાતશ  (૨) સદદશ રાતશ  

(૧) અદિશ રાશશ: જે ભૌતિક રાતશ ને દશાાવવા માટે ફક્િ મલૂ્યની જરૂરપડે છે. િેવી ભૌતિક 

રાતશને અદદશ રાતશ કહ ેછે. દા.િ. દળ , ધનિા , િાપમાન વગેરે.  

(૨ ) સદિશ રાશશ: જે ભૌતિક રાતશ ને દશાાવવા માટે  મલૂ્ય ઉપરાિં દદશાની જરૂરપડે છે. 

િેવી ભૌતિક રાતશને સદદશ રાતશ કહ ેછે. દા.િ. વેગ, પ્રવેગ, ટોકા , બળ , વેગમાન  વગેરે.  

બે સદદશોનો ગણુાકાર ( Product of Two Vectors) 

(૧) બે સદિશોનો અદિશ અથવા ડોટ ગિુાકાર :  

સદદશ 𝐴 અને સદદશ �⃗⃗� ના અદદશ ગણુાકારને 𝐴  ∙  �⃗⃗�  વડે દશાાવવામા ંઆવે છે.                           

𝐴   ∙  �⃗⃗�  = 𝐴𝐵 𝑐𝑜𝑠𝜃 

કાટેઝીયન યામ પઘ્ઘતિમા ં𝐴  ∙  �⃗⃗� =  𝐴𝑥𝐵𝑥 + 𝐴𝑦𝐵𝑦 + 𝐴𝑧𝐵𝑧 

એકમ સદદશ    𝑖̂ , 𝑗̂   અને  �̂� માટે  

  𝑖̂  ∙ 𝑗̂  =  𝑗̂ ∙  �̂� = 𝑖̂  ∙  �̂� = 0   અને   𝑖̂  ∙  𝑖̂ = 𝑗̂ ∙ 𝑗̂ = �̂� ∙ �̂� = 1   
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(૨) બે સદિશોનો સદિશ અથવા ક્રોસ ગિુાકાર : 

સદદશ 𝐴 અને સદદશ �⃗⃗� ના સદદશ ગણુાકારને 𝐴  ×  �⃗⃗�  વડે દશાાવવામા ંઆવે છે. જો 

પદરણામી સદદશ �⃗⃗� હોય િો      �⃗⃗� =  𝐴 × �⃗⃗� = 𝐴𝐵𝑠𝑖𝑛𝜃 

    

એકમ સદદશ    𝑖̂ , 𝑗̂   અને  �̂� હોય િો  

            

            

પદરણામી સદદશ �⃗⃗� ની દદશા જમણા હાથના સ્ક્રૂના તનયમથી નક્કી કરવામા ંઆવે છે. જે 

નીચેની આકૃતિમા ંદશાાવેલ છે.  
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ત્રિ સદિશોનો ગિુાકાર (Product of Three Vectors ) :  

ત્રણ સદદશોનો શક્ય હોય િો ગણુાકાર થી જ ગણિરી કરવામા ંઆવે છે. જેમા ં(૧)  𝐴  ∙ (�⃗⃗� ∙ 𝐶)         

અને (૨) 𝐴 × (�⃗⃗� ∙ 𝐶)    જે  શક્ય નથી. કારણ કે કૌસમા ંરહલેા બે સદદશોનો ગણુાકાર અદદશ 

મલૂ્ય આપે છે. અદદશોનો સદદશ  ડોટ કે ક્રોસ ગણુાકાર શક્ય નથી. (૩)  ત્રણ સદદશોનો અદદશ 

ગણુાકાર  𝐴  ∙ (�⃗⃗� × 𝐶)  અને (૪) ત્રણ સદદશોનો સદદશ ગણુાકાર 𝐴 × (�⃗⃗� × 𝐶) 

ત્રણ સદદશોનો અદદશ ગણુાકાર ( Scalar Product of Three Vectors):  

ઘારો કે 𝐴  ∙ (�⃗⃗� × 𝐶) ગણુાકાર મેળવવો છે. િો      𝐴  = 𝐴𝑥 �̂� + 𝐴𝑦𝑗̂ + 𝐴𝑧�̂� 

�⃗⃗�  = 𝐵𝑥 �̂� + 𝐵𝑦𝑗̂ + 𝐵𝑧�̂� 

𝐶  = 𝐶𝑥 �̂� + 𝐶𝑦𝑗̂ + 𝐶𝑧�̂� 

�⃗⃗� × 𝐶 =  |

�̂� 𝑗̂ �̂�
𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧

𝐶𝑥 𝐶𝑦 𝐶𝑧

|   

= �̂�[𝐵𝑦𝐶𝑧 − 𝐵𝑧𝐶𝑦] − 𝑗̂ [𝐵𝑥𝐶𝑍 − 𝐵𝑧𝐶𝑥] + �̂�[𝐵𝑥𝐶𝑦 − 𝐵𝑦𝐶𝑥] 

𝐴  ∙ (�⃗⃗� × 𝐶) = [ 𝐴𝑥 �̂� + 𝐴𝑦𝑗̂ + 𝐴𝑧�̂�] ∙ { �̂�[𝐵𝑦𝐶𝑧 −  𝐵𝑧𝐶𝑦] − 𝑗̂ [𝐵𝑥𝐶𝑍 − 𝐵𝑧𝐶𝑥] +

�̂�[𝐵𝑥𝐶𝑦 − 𝐵𝑦𝐶𝑥]} 

=𝐴𝑥[𝐵𝑦𝐶𝑧 − 𝐵𝑧𝐶𝑦] − 𝐴𝑦[𝐵𝑥𝐶𝑧 − 𝐵𝑧𝐶𝑥] + 𝐴𝑧[𝐵𝑥𝐶𝑦 − 𝐵𝑦𝐶𝑥] 

𝐴  ∙ (�⃗⃗� × 𝐶) =  |

𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑧

𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧

𝐶𝑥 𝐶𝑦 𝐶𝑧

|  = [𝐴  �⃗⃗�  𝐶  ] 

ત્રિ સદિશોનો અદિશ ગિુાકાર નો ચદક્રય ગિુઘર્મ ( Cyclic Property ) 
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𝐴  ∙ (�⃗⃗� × 𝐶) =  |

𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑧

𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧

𝐶𝑥 𝐶𝑦 𝐶𝑧

| 

= − |

𝐶𝑥 𝐶𝑦 𝐶𝑧

𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧

𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑧

|    =  |

𝐶𝑥 𝐶𝑦 𝐶𝑧

𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑧

𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧

| = 𝐶  ∙ (𝐴 × �⃗⃗�) 

= |

𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧

𝐶𝑥 𝐶𝑦 𝐶𝑧

𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑧

| = �⃗⃗�  ∙ (𝐶 × 𝐴) 

  ∴   𝐴  ∙ (�⃗⃗�  × 𝐶) = 𝐶  ∙ (𝐴 × �⃗⃗�) = �⃗⃗� ∙ (𝐶 × 𝐴) 

ઉપરના સ્ક્રમીકરણને ત્રણ સદદશોના અદદશ ગણુાકારનો ચદક્રય ગણુઘમા કહ ેછે.  𝐴 , �⃗⃗�   અને    𝐶  ના 
સ્ક્રથાન ચદક્રય રીિે બદલવાથી પદરણામી મલૂ્યમા ંકોઇ જ ફેર પડિો નથી.        

              𝐴 ∙ �⃗⃗� × 𝐶  =  �⃗⃗� × 𝐶  ∙  𝐴                           

 પરંત ુચદક્રય ગણુઘમા પ્રમાણે  𝐴 ∙ �⃗⃗� × 𝐶 = �⃗⃗� ∙ 𝐶 × 𝐴        

 ઉપરના બે સમીકરણ પર થી   �⃗⃗� × 𝐶 ∙ 𝐴 =  �⃗⃗� ∙ 𝐶 × 𝐴            

આનો અથા એમ થાય કે ત્રણ સદદશોના અદદશ ગણુાકારમા ંડોટ અને ક્રોસના સ્ક્રથાન અદ્લા-બદલી 
કરિા ંપદરણામમા ંકોઇ જ ફેર પડિો નથી.  

ભૌશર્શતક અથમધટન (  Physical Interpretation ) : 
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આકૃતિમા ંબિાવ્યા પ્રમાણે   𝐴 , �⃗⃗�   અને    𝐶   જેની પાસપાસેની બાજુઓ હોય િેવી એક સમલબં 
ધન બનાવો. 

હવે   |�⃗⃗�  × 𝐶| =  |�⃗⃗�|    |𝐶| sin 𝜃  

=  |�⃗⃗�| અને  |𝐶| બાજુવાળા અને િેમની વચ્ચે θ કોણવાળા ચતષુ્કોણનુ ંકે્ષત્રફળ  

=  PQRS નુ ંકે્ષત્રફળ  

સમલબંધનની ઊંચાઇ = |𝐴| cos ∅ = PK 

સમલબંધનનુ ંકદ = PQRS  નુ ંકે્ષત્રફળ ×  PK 

= |�⃗⃗�|  |𝐶|  sin 𝜃  |𝐴| cos ∅  

=  |�⃗⃗�   ×    𝐶 |  |𝐴|   𝑐𝑜𝑠∅ 

= 𝐴   ∙ ( �⃗⃗�  ×  𝐶 ) 

 𝐴 , �⃗⃗�   અને    𝐶  જેની પાસપાસેની બાજુઓ અને હોય િેવા સમલબંધનનુ ંકદ = 𝐴   ∙

( �⃗⃗�  ×  𝐶 ) 

 જો    𝐴 , �⃗⃗�   અન ે   𝐶  સમિલસ્ક્રથ હોય િો િેમના વડે રચાિા સમલબંધનનુ ંકદ શનૂ્ય થશે. 
િેથી ત્રણ સમિલસ્ક્રથ સદદશોનો અદદશ ગણુાકાર શનૂ્ય હોય છે.  

પારસ્પદરક સદિશો ( Reciprocal Vectors ) : 

પારસ્ક્રપદરક સદદશોનો ખ્યાલ ઘણી વાર ઘન અવસ્ક્રથા ભૌતિકશાસ્ત્રમા ંકરવામા ંઆવે છે.આને 
સમજવા માટે કોઇ સદદશ V લેવામા ંઆવે કે જે  આકૃતિમા ંબિાવ્યા પ્રમાણે ત્રાસંી અક્ષ પર  a, b,  

c ઘટકો િેના અક્ષ પર છે. અહીં a, b, c  એકમ સદદશો હોવા જરૂરી નથી. 
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સદદશ ને નીચે પ્રમાણે લખિા ં 

𝑉 =  𝑉𝑎𝑎 + 𝑉𝑏 𝑏 + 𝑉𝑐  𝑐  --------(1) 

જયા ંVa , Vb , Vc  એ સદદશ V ના ભાગ છે કે જેમની દદશાઓ અને આઘાર a ,b ,c  છે.  

𝑉2  ≠  𝑉𝑎
2 + 𝑉𝑏

2 + 𝑉𝑐
2 

હવે જો પારસ્ક્રપદરક સદદશને  A, B, C  દશાાવવા હોય િો  

𝐴 =  
𝑏×𝑐

(𝑎𝑏𝑐)
   ,  𝐵 =  

𝑐×𝑎

(𝑎𝑏𝑐)
     𝑎𝑛𝑑  𝐶 =  

𝑎×𝑏

(𝑎𝑏𝑐)
  ---------(2) 

ઉપરોક્િ સમી. દશાાવે છે કે  A એ b અને c સમિલ ને લબં છે. િેથી A ની િીવ્રિા 1/a  ને 
સમપ્રમાણ થાય.આમ ઉપરથી   a . A = b . B = c . C = 1 ----------(3) 

અને  A . b = A . c = B .a = B .c =C . a = C . b = 0 -----------(4)  

હવે ઘારોકે P એ પારસ્ક્રપદરક સદદશ હોય િો   

  𝑃 =  𝑃𝐴 𝐴 + 𝑃𝐵 𝐵 + 𝑃𝐶  𝐶   -----------------(5) 

જયા ં 𝑃𝐴, 𝑃𝐵 , 𝑃𝐶  એ જુદી જુદી દદશાના A,B,C ના ભાગ છે. 

જો  V અને  P   ન ુડોટ ગણુાકાર લઇએ િો  

𝑉 ∙ 𝑃 = ( 𝑉𝑎𝑎 + 𝑉𝑏  𝑏 + 𝑉𝑐  𝑐) ∙ (𝑃𝐴𝐴 + 𝑃𝐵𝐵 + 𝑃𝐶𝐶) 

     અથવા       𝑉 ∙ 𝑃 =  𝑉𝑎𝑃𝐴 + 𝑉𝑏𝑃𝐵 + 𝑉𝑐𝑃𝐶           -----------(6) 

જો    𝑉 ≡ 𝑃 , 𝑉 ∙ 𝑃 =  𝑉2   હોય િો સમી. (6) પરથી  
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𝑉2 =  𝑉𝑎𝑉𝐴 + 𝑉𝑏𝑉𝐵 + 𝑉𝑐𝑉𝐶    ------------(7) 

જે ડોટ ગણુાકાર ના મળિા પદરણામ જેવ ુજે મળે છે. જો V અને  P સદદશોના અલગ અલગ યામો 
લઇએ િો કાટેઝઝયન યામ પઘ્ઘતિ પણ બદલાય. 

પારસ્ક્રપદરક સદદશની વ્યાખ્યાઓ પરથી સ્ક્રપષ્ટ થીય છે કે એકમ સદદશનો ઓથોગોનલ સમહૂ િેનો 
પોિાનો પારસ્ક્રપદરક સમહૂ છે. 

ત્રિ સદિશોનો સદિશ ગિુાકાર ( Triple Vector Product ) : 

આ ગણુાકાર  𝐴  × (�⃗⃗� × 𝐶) વડે દશાાવાય છે. �⃗⃗� × 𝐶   �⃗⃗�  અને 𝐶 વડે રચાિા સમિલને લબં છે.    
𝐴  × (�⃗⃗� × 𝐶)  એ 𝐴 અને (�⃗⃗� × 𝐶) ના  સમિલને  લબં છે. એટલે કે 𝐴  × (�⃗⃗� × 𝐶)    એ (�⃗⃗� × 𝐶) 
ને લબં છે.  

 

 

આકૃતિ પરથી જોઇ શકાય કે (�⃗⃗� × 𝐶)  ને  લબં એવો કોઇ પણ સદદશ �⃗⃗�  અને 𝐶  વડે રચાિા 
સમિલમા ંહશે. આમ. 𝐴  × (�⃗⃗� × 𝐶)   વડે મળિો સદદશ �⃗⃗� અને 𝐶   ના સમિલમા ંજ  હોય છે. 
આનો અથા એવો થાય છે કે 𝐴  × (�⃗⃗� × 𝐶)    ના સદદશને �⃗⃗�  અને 𝐶 ના રેખીય સયંોજન વડે 
દશાાવી શકાય.  

𝐴  × (�⃗⃗� × 𝐶) = 𝑏�⃗⃗� + 𝑐𝐶    -----------(1) 

સમી.(1) મા ં𝐴 , �⃗⃗� અને 𝐶 ને િેમના ઘટકોના સ્ક્રવરૂપમા ંલઇ 𝐴  × (�⃗⃗� × 𝐶)    ના ઘટકો ના 
સ્ક્રવરૂપમા ંગણિરી કરી સમી. ની ડાબી  અને  જમણી બાજુ સરખાવવાથી  a અને b ના ંમલૂ્યો 
શોઘી શકાય.  
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આપેલા સદદશ   𝐴 , �⃗⃗� અને 𝐶  માટે X , Y, Z  યામાક્ષો એવીરીિે ગોઠવો કે જેથી X- અક્ષ પર 
�⃗⃗�  સપંાિ થાય અને (x,y) સમિલ �⃗⃗� અને 𝐶 વડે રચાિા સમિલમા ંહોય આ સ્સ્ક્રથતિમા,ં 

�⃗⃗� =  𝐵𝑥 𝑖̂ 

𝐶  =  𝐶𝑥 𝑖̂ +  𝐶𝑦 𝑗̂  

𝐴 =  𝐴𝑥 𝑖̂ + 𝐴𝑦 𝑗̂ + 𝐴𝑧 �̂�          -----------(2) 

∴  �⃗⃗�  × 𝐶 =  𝐵𝑥 𝑖̂  × ( 𝐶𝑥𝑖̂ + 𝐶𝑦𝑗̂) 

                                                                              =  𝐵𝑥𝐶𝑦(𝑖̂  × 𝑗̂) 

=  𝐵𝑥𝐶𝑦�̂� 

∴  𝐴  × (�⃗⃗�  × 𝐶) = ( 𝐴𝑥𝑖̂ + 𝐴𝑦𝑗̂ + 𝐴𝑧�̂� ) × (𝐵𝑥𝐶𝑦�̂�) 

=  − 𝐴𝑥𝐵𝑥𝐶𝑦𝑗̂ + 𝐴𝑦𝐵𝑥𝐶𝑦𝑖̂ + 𝐴𝑧𝐵𝑥𝐶𝑦(�̂� × �̂�) 

∴  𝐴  × (�⃗⃗� × 𝐶) =  𝐴𝑦𝐵𝑥𝐶𝑦𝑖̂ −  𝐴𝑥𝐵𝑥𝐶𝑦𝑗 ̂ ------------(3) 

સમી.(3) ની જમણી બાજુ  𝐴𝑥𝐵𝑥𝐶𝑥𝑖̂  ઉમેરો અને બાદ કરો. 

∴  𝐴  × (�⃗⃗� × 𝐶) =  𝐴𝑦𝐵𝑥𝐶𝑦𝑖̂ + 𝐴𝑥𝐵𝑥𝐶𝑥𝑖̂ − 𝐴𝑥𝐵𝑥𝐶𝑥𝑖̂ −  𝐴𝑥𝐵𝑥𝐶𝑦𝑗 ̂

∴  𝐴  × (�⃗⃗� × 𝐶) = −𝐴𝑥𝐵𝑥( 𝐶𝑥𝑖̂ + 𝐶𝑦𝑗̂) +  𝐵𝑥𝑖̂(𝐴𝑦𝐶𝑦 + 𝐴𝑥𝐶𝑥) − − − − − − − − − − − (4) 

પણ સમી. (1) મા ંઆપેલા સદદશો માટે,  

𝐴𝑥𝐵𝑥 =  𝐴 ∙ �⃗⃗� 

𝐴𝑦𝐶𝑦 + 𝐴𝑥𝐶𝑥 =  𝐴 ∙ 𝐶 

𝐶  =  𝐶𝑥 𝑖̂ +  𝐶𝑦 𝑗̂    અને     �⃗⃗� =  𝐵𝑥 𝑖̂       --------------(5)  

સમી. (4) મા ંસમી. (5) નો ઉપયોગ કરિા ં 

∴   𝐴  × (�⃗⃗�  × 𝐶) =  �⃗⃗� (𝐴 ∙ 𝐶) −  𝐶(𝐴 ∙ �⃗⃗�)  --------(6) 

જે ત્રણ સદદશોનો સદદશ ગણુાકાર ન ુસતૂ્ર છે. આ સતૂ્ર “ back – cab ( BAC – CAB) ‘’   યાદ અપાવે 
છે. 

આભાસી સદિશો અને આભાસી અદિશો ( Pseudo Vectors and Pseudo Scalars): 
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આપણે ભૌતિકશાસ્ત્રમા ંબે પ્રકારાના જથ્થાની શોઘ કરી છે. વેગ, પ્રવેગ વગેરે  જે જથ્થામા ંછે. જેમા ં
કણ અથવા તસસ્ક્રટમની ગતિની દદશા સ્ક્રપષ્ટ પણે દશાાવવામા ંઆવે છે. અન્ય પ્રકારના જથ્થા જેવા કે 
કોણીય વેગ , કોણીય ગતિ વગેરે પદરભ્રમણનો જથ્થો છે. િેમની દદશા શરીરના પદરભ્રમણની દદશા 
સચૂવિી નથી. પદરભ્રમણ કરત ુ ંશરીર પદરભ્રમણની સવુ્યાખ્યાતયિ ઘરી ઘરાવે છે. પદરભ્રમણની  
કેન્દ્ન્િય કે દદશા કેવી રીિે  એટલે કે  ઘદડયાળની દન્દ્ષ્ટએ અથવા ઘદડયાળની દ્ષ ન્દ્ષ્ટએ તનરીક્ષક 
પદરભ્રમણ િરફ જુએ છે િેના પર આઘાર રાખે છે. બે સદદશના ક્રોસ પ્રોડ્કક્ટની વ્યાખ્યામા ંઅથવા 
પદરભ્રમણ અથવા તવસ્ક્રિારને સદદશ િરીકે રજૂ કરવામા ં, આપણે મનસ્ક્રવી રીિે જમણા હાથના સ્ક્રૂ 
તનયમની પસદંગી કરી છે. આવી પદરસ્સ્ક્રથતિના ભૌતિકશાસ્ત્રને અસર કયાા તવના આ માત્રાને રજૂ કરવા 
માટે ડાબા હાથનો સ્ક્રૂ તનયમ પસદં કરી શક્યા હોિ. જમણા હાથ ના સ્ક્રૂનો તનયમનો ઉપયોગ 
આપણને જમણા હાથની સકંલન પ્રણાલી િરફ દોરી જાય છે. જયારે  ડાબા હાથ ના સ્ક્રૂનો તનયમનો 
ઉપયોગ આપણને ડાબા હાથની સકંલન પ્રણાલી િરફ દોરી જાય છે. 

 આપણે જોયુ ંકે જુદાજુદા શાદરદરક જથ્થાની વિાણકૂ ઉલટંુ અને અલગ હોય છે. તવસ્ક્રથાપન( સ્ક્રથાનાિંર 
) ,બળ, વગેરે જેવા જથ્થાને ઘ્રવુીય  સદદશો કહ ેછે. સદદશોનો જથ્થો જેમ કે કોણીય વેગ , ટોકા વગેરે 
જેવા અપદરવિાન હઠેળ રહ ેછે. આવા સદદશના જથ્થાને અક્ષીય સદદશો અથવા આભાસી સદદશો કહ ે
છે.  

જમણા હાથના કો-ઓદડિનસં તસસ્ક્રટમની એક ઘરીનુ ંપ્રતિઝબિંબ ગણવા માટે કોઇ xz- સમિલ, y-અક્ષ 
લો. પછી આપણને  ડાબા હાથની  તસસ્ક્રટમ મળે છે. આ અયોગ્ય પદરભ્રમણને અરીસાના પ્રતિઝબિંબ 
કહવેામા ંઆવે છે. આવા દકસ્ક્રસામા ંy- અક્ષ સાથે સમાિંર સદદશ ઝચન્હને બદલી નાખે છે. જયારે x- 
અક્ષ અને  z-અક્ષની સમાિંર સદદશ િેમના ઝચન્હ બદલિા નથી.  
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 આપણે અરીસામા ંa  અને b ની ક્રોસ પ્રોડ્કક્ટ િપાસીએ. જમણા હાથના સ્ક્રક્રરષ તનયમનો ઉપયોગ કરીને   
c = a x b અક્ષની ભાવના પ્રાપ્િ થાય છે. અને નુ ંપ્રતિઝબિંબ બદલાયુ ંનથી સ્ક્રવાભાતવક છે કે a  અન ે 
b ની ક્રોસ પ્રોડક્ટમાaં’  અને b’ પણ  c’ કોઇ ફેરફાર કરવામા ંઆવશે નહીં. એટલા માટે કોણીય વેગ 
L=  r x p  કે  ટોકા N = r x F અરીસાના પ્રતિઝબિંબ હઠેળ િેમની તનશાની બદલે છે. આમ, બે ઘ્રવુીય 
સદદશોની ક્રોસ પ્રોડક્ટ આભાસી સદદશ આપે છે. ઘ્રવુીય સદદશની પ્રકૃતિ આભાસી સદદશથી િદન 
અલગ હોવાથી આપણને એવા સમીકરણો જોવા મળ્યા નથી જેમા ંઘ્રવુીય સદદશને આભાસી સદદશ 
સાથે સરખાવવામા ંઆવે છે. સદદશ A અને B નુ ંડોટ પ્રોડક્ટ અદદશ જથ્થો છે. એમ એસ.  કહ ેછે. 
કે આવા અદદશ જથ્થો સાચો અદદશ છે. પરંત ુકદ જેવા જથ્થાને અગાઉ જણાવ્યા મજુબ આભાસી 
અદદશ છે. વઘમુા ંજો A અને B  માથંી બહાર હોય િો  એક ઘ્રવુીય સદદશ છે. અને બીજુ ં આભાસી 
સદદશ છે. િો િેમના ડોટ પ્રોડક્ટ એક અરીસાન પ્રતિઝબિંબ હઠેળ ઝચન્હ બદલી નાખશે. આવા અદદશ 
જથ્થાને આભાસી અદદશ કહવેામા ંઆવે છે. એ સ્ક્રપષ્ટ છે કે અદદશને આભાસી અદદશ સાથે સરખાવિા 
ફેરફાર ન હોઇ શકે.   

વેગ અને પ્રવેગની  સર્યની સાપેકે્ષ શવકલન ની ગિતરી( Differentiation of a 
vector with respect to time computation of velocity and acceleration ):-  
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આકૃતિ(1)મા ં દશાાવ્યા પ્રમાણે ઘારોકે કોઇ એક કણ સમિલ વક્ર માગા પર ગતિ કરે છે. કોઇ 

ઉદગમઝબિંદુ્ θ ને અનલુક્ષીને કણનો સ્ક્રથાન સદદશ 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑟  છે. કણ ગતિ કરિો હોવાથી સમયની 
સાથે 𝑟 બદલાશે. જે આકૃતિ(2)મા ંદશાાવેલ છે. t સમયે કણનો સ્ક્રથાન સદદશ 𝑟( 𝑥, 𝑦, 𝑧)  હોય િો, 

𝑟 = 𝑥�̂� + 𝑦𝑗̂ + 𝑧�̂�  ------(1) 

 
 આકૃતિ(2) કણ t સમયે P પર છે. અને 𝑡 + ∆𝑡  સમયે કણ Q પર છે. જેના સ્ક્રથાન સદદશ 𝑟1⃗⃗⃗ ⃗ અને  
𝑟2⃗⃗⃗⃗   છે.  

∆𝑟 = 𝑟1⃗⃗⃗ ⃗ −  𝑟2⃗⃗⃗⃗  
𝑟1⃗⃗⃗ ⃗ =  𝑥1�̂� + 𝑦1𝑗̂ + 𝑧1�̂� 
𝑟2⃗⃗⃗⃗ =  𝑥2�̂� + 𝑦2𝑗̂ + 𝑧2�̂� 
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કાિેઝીય યામ પઘ્ઘતિમા ંએકમ સદદશો �̂�  , 𝑗̂ , �̂�   બદલાિા નથી. પરંત ુ સ્ક્રથાન સદદશના ઘટકો 
સમય સાથે બદલાય છે. સમી.(1) નુ ંપ્રથમ અને દિિીય તવકલન સમયની સાપેકે્ષ કરિા ંઅનકુ્રમે 
કણનો વેગ અને પ્રવેગ મળે છે.  

�⃗� =   �̇� =  
𝑑𝑟

𝑑𝑡
 =  

𝑑𝑥

𝑑𝑡
𝑖̂ +

𝑑𝑦

𝑑𝑡
𝑗̂ +

𝑑𝑧

𝑑𝑡
 �̂� 

=  𝑣𝑥 �̂� + 𝑣𝑦𝑗̂ + 𝑣𝑧�̂� 
�⃗� =  �̇��̂� + �̇�𝑗̂ + �̇��̂�   --------(2) 

િેજ પ્રમાણે      

પ્રવેગ   �⃗� = �̇� =  �̈� =
𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
 

∴   �⃗� =  𝑣�̇� �̂� + 𝑣�̇�𝑗̂ +  𝑣�̇��̂� 
=  𝑎𝑥 �̂� + 𝑎𝑦𝑗̂ + 𝑎𝑧�̂� 
�⃗� =  �̈��̂� + �̈�𝑗̂ +  �̈��̂� --------(3) 

જયા ં 𝑣�̇� =  
𝑑𝑣𝑥

𝑑𝑡
=  𝑎𝑥 પ્રવેગનો  ઘટક વગેરે.  

કેન્દ્ન્િય બળ ક્ષેત્રમા ં(central force field) ગતિ કરિા પદાથાની ગતિ દશાાવવા માટે સમિલીય ઘ્રવુીય 
યામો( r, θ ) નો ઉપયોગ કરવો પડે છે.યામ પઘ્ઘતિ કે  જેમા ંસમિલમા ંઝબિંદંુ્ઓના સ્ક્રથાન  r અન ે
θ વડે આપવામા ંઆવે છે. િેને સમિલ ઘ્રવુીય યામ પઘ્ઘતિ કહ ેછે. કેન્દ્ન્િય બળ ક્ષેત્રમા ંકણ પર 
લાગતુ ંબળ તનયિ ઝબદંુ્ િરફ તત્રજયા સદદશની દદશામા ંલાગે છે. સમિલીય ઘ્રવુીય યામ પઘ્ઘતિમા ં
કણાનુ ંસ્ક્રથાન તત્રજયા સદદશ 𝑟 અન ે તનયિ દદશા સાથે બનાવેલા ખણૂા વડે θ દશાાવાય છે. આકૃતિ 
(3) મા ંદશાાવ્યા પ્રમાણે ઘ્રવુીય યામો r, θ ને કાિેઝીય યામ x અને y મા ંનીચેના સબંઘંથી દશાાવાય 

છે.  X =r cos θ     y = r sin θ ---------(4) 

ઘ્રવુીય યામ પઘ્ઘતિમા ંએકમ સદદશ 𝑒�̂� અને 𝑒�̂� લેવામા ંઆવે છે.  

𝑒�̂�  ની દદશા θ અચળ રાખીને વઘિા 𝑟 ની દદશામા ં અને 𝑒�̂� ની દદશા 𝑟 અચળ રાખીને 𝑟  ને લબં 
દદશામા ંવઘિી θ ની દદશામા ંલેવામા ંઆવે છે. આકૃતિ (3)મા ં𝑒�̂� અને 𝑒�̂� દશાાવેલ છે.  
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આમ 𝑒�̂� અને 𝑒�̂� એકમ સદદશઓને નીચે પ્રમાણે દશાાવી શકાય. 

𝑒�̂� =  lim
∆𝑟→0

∆𝑟⃗⃗ ⃗⃗⃗

∆𝑟
 =  

𝜕𝑟⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

𝜕𝑟
        ( 𝜃 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 ) ---------(5a) 

𝑒�̂� =  lim
∆𝜃→0

∆𝑟⃗⃗ ⃗⃗⃗

𝑟∆𝜃
  = 1

𝑟
  

𝜕𝑟⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

𝜕𝑟
     ( 𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡) ----------(5b) 

કણની ગતિની દદશા સિિ બદલાિી હોવાથી એકમ સદદશો 𝑒�̂� અને 𝑒�̂�  ના મલૂ્યો અચળ રહિેા 
નથી. આમ સમય સાથે હવે યામો અને એકમ સદદશો બનંે બદલાય છે. આથી સમિલીય ધ્રવુીય 

યામ પઘ્ઘતિમા દશાાવેલા સદદશ ( 𝐴 )નુ ંસમયની સાપેકે્ષ તવકલન કરિી વખિે સદદશના ઘટકો 
અને એકમ સદદશો એમ બઘાનુ ંતવકલન કરવુ ંપડશે.  

સમિલીય ધ્રવુીય યામ પઘ્ઘતિમા ંસદદશ  

𝐴 =  𝐴𝑟  𝑒�̂� + 𝐴𝜃 𝑒�̂�  --------(6) 

જયા ં𝐴𝑟 અને 𝐴𝜃 અનકુ્ર્મે 𝐴 વઘિા r અને વઘિા θ ની દદશામા ંઘટકો છે.  

સમી. (6)નુ ંt  ના સાપેકે્ષ તવકલન કરિા ં 

𝑑𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

𝑑𝑡
=  

𝑑𝐴𝑟

𝑑𝑡
 𝑒�̂� +  𝐴𝑟

𝑑𝑒�̂�

𝑑𝑡
 +

𝑑𝐴𝜃

𝑑𝑡
𝑒�̂� + 𝐴𝜃  

𝑑𝑒�̂�

𝑑𝑡
 ---------(7) 

સ્ક્રથાન સદદશ 𝑟 ને સમિલીય યામ પઘ્ઘતિના એકમ સદદશ વડે 𝑒�̂�   નીચે પ્રમાણે  દશાાવાય છે. 

𝑟 = 𝑟𝑒�̂� ------(8) 
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અને સ્ક્રથાન સદદશ 𝑟 ને કાિેઝીય યામ પઘ્ઘતિમા ંએકમ સદદશ �̂�  અને  𝑗̂ વડ ેનીચે પ્રમાણે દશાાવાય 
છે.   𝑟 =  �̂� 𝑥 + 𝑗̂ 𝑦 

x  અન ેy  ની દકિંમિ સમી.(4)માથંી મકૂિા ં 

𝑟 =  �̂� 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑗̂ 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝑟 ( �̂� 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑗̂ 𝑠𝑖𝑛𝜃) 
આ સમી.નુ ંr  અને θ સપેકે્ષ તવકલન કરો. અને સમી. (5a)  અને (5b) નો ઉપયોગ કરિા,ં 

𝜕𝑟

𝜕𝑟
=  �̂� 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑗̂ 𝑠𝑖𝑛𝜃 =  𝑒�̂�    ,    𝜕𝑟

𝜕𝜃
=  𝑟 (−�̂� 𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑗̂ 𝑐𝑜𝑠𝜃) -------(9) 

∴  
1

𝑟
  

𝜕𝑟

𝜕𝜃
=  𝑒�̂�  =  −𝑖̂𝑠𝑖𝑛𝜃 +  𝑗 ̂𝑐𝑜𝑠𝜃  --------(10) 

સમી.(9) અને (10) પરથી જણાય છે કે  𝑒�̂� અને 𝑒�̂� , θ ના તવઘેય છે. 𝑒𝑟 ̂ . 𝑒�̂� = 0  થાય છે. 
એટલે  𝑒�̂� અને 𝑒�̂�  એકબીજાને લબં છે. આમ સમિલ ઘ્રવુીય યામો ઓથોગોનલ ( Orthogonal -
લબં) યામ પઘ્ઘતિ બનાવે છે. 

સમયની સાથે કણનુ ંસ્ક્રથાન બદલાત ુ ંહોવાથી  𝑒�̂� અને 𝑒�̂�  પણ બદલાય છે. સમી.(9) અને (10)નુ ં 
θ ની સાપેકે્ષ તવકલન કરિા,ં  

𝑑𝑒�̂�

𝑑𝜃
 =  −�̂�𝑠𝑖𝑛𝜃 +  𝑗̂ 𝑐𝑜𝑠𝜃 =  𝑒�̂� ---------(11) 

𝑑𝑒�̂�

𝑑𝜃
 =  −�̂� 𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑗̂𝑠𝑖𝑛𝜃 =  − 𝑒�̂� ---------(12) 

અને  𝑑𝑒�̂�

𝑑𝑡
=  

𝑑𝑒�̂�

𝑑𝜃
 ∙  

𝑑𝜃

𝑑𝑡
=  𝑒�̂�  

𝑑𝜃

𝑑𝑡
     ----------(13) 

𝑑𝑒�̂�

𝑑𝑡
 =  

𝑑𝑒�̂�

𝑑𝜃
 ∙  

𝑑𝜃

𝑑𝑡
=  − 𝑒�̂�  

𝑑𝜃

𝑑𝑡
 ------------(14) 

𝑑𝑒�̂�

𝑑𝑡
  અને 𝑑𝑒�̂�

𝑑𝑡
  ની દકિંમિ સમી.(7)મા ંમકૂિા,ં  

𝑑𝐴

𝑑𝑡
=  

𝑑𝑒�̂�

𝑑𝑡
 𝑒�̂� +  𝐴𝑟  ∙  𝑒�̂�  

𝑑𝜃

𝑑𝑡
+

𝑑𝐴𝜃

𝑑𝑡
 𝑒�̂� −  𝐴𝜃  ∙  𝑒�̂�  

𝑑𝜃

𝑑𝑡
 

𝑑𝐴

𝑑𝑡
=  (

𝑑𝐴𝑟

𝑑𝑡
 −  𝐴𝜃  

𝑑𝜃

𝑑𝑡
) 𝑒�̂�  +  ( 𝐴𝑟  

𝑑𝜃

𝑑𝑡
+  

𝑑𝐴𝜃

𝑑𝑡
) 𝑒�̂� ----------(15) 
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હવે સમી. (8)નુ ંt ના સાપેક્ષે તવકલન કરિા,ં 

𝑣 =  �̇� =  
𝑑𝑟

𝑑𝑡
=  

𝑑

𝑑𝑡
 ( 𝑟𝑒�̂�  ) =  

𝑑𝑟

𝑑𝑡
 𝑒�̂� + 𝑟 

𝑑𝑒�̂�

𝑑𝑡
 

=  
𝑑𝑟

𝑑𝑡
 𝑒�̂�  + 𝑟 

𝑑𝑒�̂�

𝑑𝜃
  ∙  

𝑑𝜃

𝑑𝑡
 

𝑣 =  �̇� 𝑒�̂� + 𝑟 �̇� 𝑒�̂�   -----------(16) 

આ સમી. મા ંવેગના 𝑑𝑟

𝑑𝑡
 ઘટકને તત્રજયાવિી વેગ-ઘટક કહ ેછે. અને   𝑟  

𝑑𝜃

𝑑𝑡
 = 𝑟 �̇� = 𝑟 𝑤 =  

𝑣𝜃 ઘટકને  કોણીય ઘટક કહ ેછે. 𝑣𝜃 ઘટક સ્ક્રથાન સદદશ 𝑟  ની દદશા બદલાવાથી ઉત્પન્ન થાય છે.  

જો કણનુ ંદળ m  હોયિો રેખીય વેગમાન  

𝑃 = 𝑚�⃗� = 𝑚 
𝑑𝑟

𝑑𝑡
 𝑒�̂� + 𝑟 𝑤 𝑚 𝑒�̂� 

 𝑣 ની દકિંમિ સમી.(16) માથંી મકૂિા ં 

પથૃ્વીનુ ંકોણીય વેગમાન  

�⃗⃗�  =  𝑟   ×   �⃗⃗�  

= 𝑟 × ( 𝑚 
𝑑𝑟

𝑑𝑡
 𝑒�̂�  + 𝑟 𝑤 𝑚 𝑒�̂�  ) 

= 𝑚 
𝑑𝑟

𝑑𝑡
 𝑟  ×  𝑒�̂�  + 𝑟 𝑤 𝑚 𝑟  ×  𝑒�̂� 

= 0 + 𝑚 𝑤 𝑟2 𝑒�̂�  ×  𝑒�̂� 
�⃗⃗� = 𝑚 𝑤 𝑟2 �̂� 
 

 

સદદશોનુ ંસકંલન( Integration of Vectors): 



B.Sc. Sem-1 Physics Paper-101 Unit-1 Ch-1 

Dr. M. N. Parmar-Page 16 of 64 
 

અઝભન્ન ગણિરીની સામાન્ય પ્રદક્રયાઓને સીઘા સદદશોના સકંલનનો ઉપયોગ કરી શકાય 
છે.સામાન્યરીિે સદદશ સકંલનને અદદશ સકંલનમા ં રૂપાિંર કરી શકાય છે. અને િેના બદલામા ં
સામાન્ય પઘ્ઘતિઓ િારા િેનુ ંમલૂ્યાકંન કરી શકાય છે.  
(1)રેખા સકંલન(Line Integral): 
ભૌતિકશાસ્ત્રમા ંઘણી વાર નીચે પ્રમાણેના સકંલન જોવા મળે છે. 
 ∫ ∅ 𝑑𝑟 , ∫ 𝑉 ∙ 𝑑𝑟  𝑎𝑛𝑑  ∫ 𝑉 × 𝑑𝑟 
જયા ં∅ =  ∅ (𝑥, 𝑦, 𝑧) એ અદદશનુ ંતવઘેય છે જે અદદશ કે્ષત્રનુ ંપ્રતિતનતઘત્વ કરે છે. 

જયા ં𝑉 = 𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) એ સદદશનુ ંતવઘેય છે જે સદદશ કે્ષત્રનુ ંપ્રતિતનતઘત્વ કરે છે. અને c એ કેટલીક 
રૂપરેખા છે જેની સાથે સકંલન હાથ ઘરવાનુ ંછે. જેને નીચે સકંલન લખી શકાય.  

∫ ∅ 𝑑𝑟 = 𝑖 ∫ ∅ (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑗 ∫ ∅ (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑘 ∫ ∅ (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧-------(1) 

∫ 𝑉𝑑𝑟 = ∫ 𝑉𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + ∫ 𝑉𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + ∫ 𝑉𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧----------(2) 

∫ 𝑉 × 𝑑𝑟 = 𝑖 ∫[𝑉𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧 − 𝑉𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦]    

             +𝑗 ∫[𝑉𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 − 𝑉𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧] 
              +𝑘 ∫[𝑉𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 − 𝑉𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥]------(3) 

 નોઘો કે 𝑖, j અને k એ સ્સ્ક્રથર એકમ વેક્ટર છે. એટલેકે િેમની િીવ્રિા અને દદશા તનદેશન સદદશ r 
પર આઘાદરિ નથી અન ેિેથી આ સકંલન ઝચન્હ લીઘેલો છે. સમી.(1), (2) અને (3)ની જમણી 
બાજુની સકંલનનુ ંમલૂ્યાકંન સકંલનના સામાન્ય તનયમો િારા કરી શકાય છે.  આમ, x ના સદંભામા ં
અતવભાજયનુ ંમલૂ્યાકંન ફક્િ િે જે કરી શકે છે કે િમે  y અને z ને જાણો છો. બીજા શબ્દોમા ંકહીએ 
િો, બઘાનુ ંc ની મદદથી સકંલન કરવાનુ ંછે િે જાણી શકાય. 

જો સમી. (1)મા ં∅ = 1 હોય િો         ∫ ∅ 𝑑𝑟 =  ∫ 𝑑𝑟  

A અને B સ્ક્રથાનાિંરના ઘટકો હોય િો જયા ંA અને  B એ વક્ર  c ના  પ્રારંઝભક અને અંતિમ ઝબદંુ્ઓ 
છે.      
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(2)પષૃ્ટ સકંલન ( Surface Intrgral) :  

અગાઉ જોયુ ં િે મજુબ સમિલ સપાટીનુ ં કે્ષત્ર એ સદદશનો જથ્થો રજૂ કરે છે. કે્ષત્રના સદદશને 
કે્ષત્રફળના સમિલ પરના જમણા ખણૂા પર દદશા તનદેતશિ સીઘી રેખા િારા રજૂ કરવામા ંઆવે છે. 
અને િેની ઉપરના અથામા ંઆઘાર રાખે છે. જેમા ંબાઉન્દ્ન્ડિંગ વળાકં વણાવવામા ંઆવે છે.ભૌતિકશાસ્ત્રમા ં
નીચે પ્રમાણેના પષૃ્ટ સકંલન આવેલા છે.  

∫ ∅ 𝑑𝜎 , ∫ 𝑉 ∙ 𝑑𝜎     𝑎𝑛𝑑 ∫ 𝑉 × 𝑑𝜎 
 

 
જયા ંϕ અને V અનકુ્રમે અદદશ અને સદદશ મલૂ્યોના તવઘેયો છે. 𝑑𝜎 એ આપેલ સપાટીનુ ંએક ભાગ 
છે. જેના પર  𝜎 સકંલનથી મલૂ્યાકંન કરવાનુ ંછે.રેખા સકંલનની જેમ આમા ંપણ સકંલનને અદદશ 
સ્ક્રવરૂપે લખવામા ંઆવે છે. અને પછી સકંલનના સામાન્ય તનયમો લાગ ુકરીને યોગ્ય રીિે મલૂ્યકંન 
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કરવામા ંઆવે છે. સપાટી સકંલન ∫ 𝑉 ∙ 𝑑𝜎  નુ ંઅથાઘટન સદદશના પ્રવાહ અથવા પ્રવાહ િરીકે થાય 
છે. આ સપાટીનુ ંમલૂ્યાકંન કરવા માટે સપાટીનો પ્રકાર સ્ક્રપષ્ટ કરવાની જરૂર છે.  
ઉિાહરિ : નળાકારની સપાટીનુ ં 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2 અને 𝑧 = ℎ જો 𝑉 = 𝑖𝑥 + 𝑗𝑦 + 𝑘𝑧  હોય િો     
∫ 𝑉 ∙ 𝑑𝜎 મલૂ્યાકન ગણો.  

 
નળાકારની સપાટીનો સામાન્ય એકમ સદદશ નીચે પ્રમાણે છે. 

�̂� =
𝑖𝑥 + 𝑗𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
 

િો,    𝑉 ∙ �̂� =  
𝑥2+𝑦2

√𝑥2+𝑦2
=  √𝑥2 + 𝑦2  =  𝑎 

િેથી, વળાકંવાળી સપાટી પરની સપાટી સકંલન છે.  

∫ 𝑉 ∙ 𝑑𝜎 = ∫ 𝑉 ∙  �̂� 𝑑𝜎 =  𝑎 ∫ 𝑑𝜎 = 𝑎 × 2𝜋𝑎ℎ = 2𝜋𝑎2ℎ 
ટોચ અને િઝળયાની સપાટીનુ ંયોગદાન શોઘવા માટે  
નીચેની સપાટી માટે, �̂� =  −𝑘  𝑎𝑛𝑑  𝑧 = 0 
ટોચની સપાટી માટે, �̂� = 𝑘   𝑎𝑛𝑑 𝑧 = ℎ 
આથી  ∫ 𝑉 ∙ 𝑑𝜎 =  − ∫(𝑖𝑥 + 𝑗𝑦) ∙ 𝑘𝑑𝜎 = 0    િઝળયાની સપાટી માટે  
અન ે ∫ 𝑉 ∙ 𝑑𝜎 =  ∫ 𝑉 ∙ 𝑘 𝑑𝜎 = ℎ ∫ 𝑑𝜎 = ℎ𝜋𝑎2  ટોચની સપાટી માટે 
િો ,  ∫ 𝑉 ∙ 𝑑𝜎 = 3𝜋𝑎2ℎ      પરૂા નળાકારની સપાટી માટે થાય. 
 (૩) કિ સકંલન ( Volume Integral) :  
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સદદશ ઝબદંુ્ તવઘેયનુ ંકદ સકંલન કરવુ ંસરળ છે. ગણિરી કરવા કદના ભાગ િરીકે 𝑑𝜏 ( કેટલીક 
વખિે  𝑑3𝑟 𝑜𝑟  𝑑3𝑥  𝑜𝑟  𝑑𝑣  લખાય ) જે પોિે અદદશનો જથ્થો છે.  
આમ, સદદશ નુ ંકદ સકંલન ને  કદ  િરીકે લખિા,ં 

∫ 𝑉 𝑑𝜏 = 𝑖 ∫ 𝑉𝑥 𝑑𝜏 + 𝑗 ∫ 𝑉𝑦 𝑑𝜏 + 𝑘 ∫ 𝑉𝑧𝑑𝜏 
અંશઃત શવકલન ( Partial Differentiation) :  
જો સદદશ V ના કાટેઝઝયન તવઘેય હોય િો િેના અવકાશના યામો X, Y  Z હોય . જો Y અને Z 

અચળ હોય િો X વઘે છે. હવે  અંશઃિ તવકલન 𝜕𝑉

𝜕𝑥
 લઇએ િો Xની સાપેકે્ષ V વઘ ેછે Y અને Z 

અચળ રહ ેછે. આવી જ રીિે 𝜕𝑉

𝜕𝑦
  અને 𝜕𝑉

𝜕𝑧
  તવકલન લઇએ િો સદદશ V,  Y અને Z માટે મળે છે. 

હવે જો X, Y  અન ેZ સિિ બદલિા રહીએ િો dx ,dy  અને dz ના મલૂ્યો  X, Y અને Z યામ 
પ્રમાણે સિિ બદલાિા રહ ેછે. સદદશV નુ ંકુલ તવકલન અથવા બદવાવ લઇએ િો  

dV = 𝜕𝑉

𝜕𝑥
 𝑑𝑥 +

𝜕𝑉

𝜕𝑦
 𝑑𝑦 +

𝜕𝑉

𝜕𝑧
 𝑑𝑧 ----------(1) 

જો 𝑟 = 𝑖𝑥 + 𝑗𝑦 + 𝑘𝑧 સદદશના ઉગમઝબદંુ્ માથંી પસાર થિી તત્રજયા હોય િો ,િેન ુતવકલન,  
𝑑𝑟 = 𝑖 𝑑𝑥 + 𝑗 𝑑𝑦 + 𝑘𝑑𝑧----------(2) 
સમી.(1) લખિા,ં 

𝑑𝑉 = [ 𝑑𝑥 
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑑𝑦 

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑑𝑧 

𝜕

𝜕𝑧
] V----------(3) 

હવે જો સદદશ તવકલન ઓપરેટરની ફોમુાલા લઇએ િો,  

∇ = 𝑖 
𝜕

𝜕𝑥
 𝑗 

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑘 

𝜕

𝜕𝑧
-----------(4) 

િોસમી.(3) એ ઓપરેટર[𝑑𝑥 
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑑𝑦 

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑑𝑧 

𝜕

𝜕𝑧
]    િરીકે વ્યાખ્યાતયિ કરિા ં𝑑𝑟 નુ ં ડૉટ 

પ્રોડ્કક્ટ અને ∇  ( ડેલ એમ વચંાય). િો  
𝑑𝑉 = ( 𝑑𝑟 ∙ ∇)𝑉--------(5) 
ઓપરેટર ∇  એ સદદશના  તવકલનનો ઓપરેટર છે. જે અદદશ તવઘેય અથવા સદદશ તવઘેય પર 
ઓપરેટ કરી શકાય છે.  
 
 
અદદશ ક્ષેત્રનુ ંગ્રડેીયન્ટ ( Gradient of a Scalar Point  Function ):  
અવકાશના જે તવસ્ક્રિારમા ંઅદદશ રાતશ ( ઘનિા, િવ્યમાન, િાપમાન, તવઘિુભાર) તવિરીિ થયેલી 
હોય િે તવસ્ક્રિારને િે રાતશનુ ંઅદદશ કે્ષત્ર કહ ેછે.  
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અદદશ કે્ષત્રમા ંઅદદશ રાતશનુ ંસમાન મલૂ્ય ઘરાવિા ઝબદંુ્ઓમાથંી પસાર થિા કાલ્પતનક કે વાસ્ક્રિતવક 
પષૃ્્ને લેવલ પષૃ્ઠ કહ ેછે. 
અદદશ કે્ષત્રમા ંજુદા જુદા ઝબદંુ્ઓ પાસે જુદી જુદી દદશામા ંઅદદશ રાતશના મલૂ્યો કેવી રીિે અથવા 
કેટલા દરથી બદલાય છે. િે જાણવુ ંજરૂરી છે. દા.િ. િાપમાન અદદશ રાતશ છે. કોઇ ગરમ વસ્ક્રતનુા 
કોઇ ઝબદંુ્ પાસે જુદીજુદી દદશામા ંિાપમાન એકમ અંિર દીઠ કેટલુ ંબદલાય છે. િે જાણવાથી િે 
દદશામા ંિે ઝબદંુ્ પાસેથી કેટલી ઉષ્મા વહિેી હશે િે જાણી શકાય છે. દાિ. કોઇ એક તવઘેય 𝑓(𝑥) 
મા ંએક ચલ  (variable)  X છે. X મા ંખબૂ જ નાનો ફેરફાર dX જેટલો કરવામા ંઆવે િો તવઘેય 𝑓 
મા ં કેટલો ઝડપથી ફેરફાર થાય છે. િે 𝑓 ના તવકલન 𝑑𝑓/𝑑𝑥 વડે દશાાવાય છે. એટલે કે બીજા 
શબ્દોમા ં  X મા ં dX જેટલો ફેરફાર કરિા ં 𝑓 મા ં પણ 𝑑𝑓 જેટલો ફેરફાર થાય છે. 𝑑𝑓/𝑑𝑥  એ 
સમપ્રમાણિાનો અવયવ( Proportionality factor )છે.  

    𝑑𝑓 = (
𝑑𝑓

𝑑𝑥
) 𝑑𝑥  (એક પદરમાણમા)ં--------(1)   

આ જ પ્રમાણે ઘારોકે કોઇ એક તવઘેય T ( ઓરડાનુ ંિાપમાન) ત્રણ ચલોનુ ંબનેલુ ંછે. T(X,Y,Z) 
ઘારોકે ઓરડામાનંા કોઇ એક ઝબદંુ્ આગળનુ ંિાપમાન T છે. ઓરડાની જુદીજુદી દદશામા ંજુદાજુદા 
ઝબદંુ્ આગળ િાપમનમા ંથિો ઝડપી ફેરફાર દશાાવવા માટે અનિં જેટલા તવક્લનોની જરૂર પડે.આથી 
સરળિા માટે આ ઝબદંુ્ આગળ ત્રણ અક્ષો (X,Y,Z) તવચારિા ંઅને આ દદશામા ંિાપમાનમા ંથિો 
ઝડપી ફેરફાર દશાાવવા માટે તવભાગીય ( ખડંશઃ) તવકલન ( partial derivatives) ની રીિ વપરાય 
છે.  

𝑑𝑇 = (
𝜕𝑇

𝜕𝑥
) 𝑑𝑥 + (

𝜕𝑇

𝜕𝑦
) 𝑑𝑦 + (

𝜕𝑇

𝜕𝑍
) 𝑑𝑧-------(2) 

આમ સમી.( 2) પરથી X,Y, અને Z દદશામા ંdX, dY  અન ેdZ  જેટલો સકૂ્ષ્મ ફેરફાર કરવામા ંઆવે 
િો િાપમાનમા ંથિો ફેરફાર dT મેળવી શકાય છે. અને આથી આપણને અનિં તવકલનોની જરૂર 
પડશે નદહ. 
સમી.(2) ને એકમ સદદશો �̂� , 𝑗̂ , �̂� ના અદદશ ગણુાકારના સ્ક્રવરૂપમા ંલખિા,ં  

  𝑑𝑇 = (
𝜕𝑇

𝜕𝑥
 �̂� +  

𝜕𝑇

𝜕𝑦
 𝑗̂ +

𝜕𝑇

𝜕𝑧
 �̂� ) ∙ (𝑑𝑥�̂� + 𝑑𝑦𝑗̂ + 𝑑𝑧�̂�) 

       = ( ∇ 𝑇 ) ∙ (𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗  )----------(3) 

જયા ં𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗ = 𝑑𝑥�̂� + 𝑑𝑦𝑗̂ + 𝑑𝑧�̂� ------(4) 
જેને સકૂ્ષ્મ સ્ક્રથાનાિંર સદદશ ( Infinitesimal displacement vector) કહ ેછે. જયારે ∇ 𝑇 ને T  નો 
ગ્રેડીયન્ટ(Gradient) કહ ેછે.  

આ સદદશ રાતશ છે. જયા ં∇ 𝑇 =  
𝜕𝑇

𝜕𝑥
 �̂� +  

𝜕𝑇

𝜕𝑦
 𝑗̂ +  

𝜕𝑇

𝜕𝑧
 �̂� -------(5) 
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આમ ગ્રેડીયન્ટને પણ સદદશની માફક માન અન ેદદશા(Magnitude & direction) બનંે હોય છે. અદદશ 
ગણુાકારને ભૌતમતિક રીિ ેલખિા,ં 
𝑑𝑇 =  |∇ 𝑇| |𝑑𝑙 |𝑐𝑜𝑠𝜃  ----(6) 
જયા ં  𝜃 , ∇ 𝑇 અને 𝑑𝑙 વચ્ચેનો ખણૂો છે. હવે જો |𝑑𝑙 | ન ુમલૂ્ય અચળ રાખવામા ંઆવે અને 
જુદીજુદી દદશામા ં( 𝜃 બદલીને) 𝑑𝑇 નુ ંમલૂ્ય મેળવવામા ંઆવે છે. આ દશાાવે છે કે 𝜃 = 0 હોય 
િો  (𝑐𝑜𝑠𝜃 =1) િાપમાનમા ંથિો ફેરફાર મહિમ હોય છે. એટલે કે 𝑑𝑙 નુ ંમલૂ્ય તનયિ રાખીને 
∇ 𝑇 ની દદશામા ં 𝑑𝑇 માપવામા ંઆવે િો મહિમ મળે છે.  
ઉદાહરણ િરીકે કોઇ એક તવસ્ક્રિારમા ંકોઇ એક ઝબદંુ્ આગળ અદદશ તવઘેય ∅ ( 𝑥, 𝑦, 𝑧 ) તવચારો. 
આ તવસ્ક્રિારમા ંબીજા એવા ઘણા પષૃ્ઠો દોરી શકાય કે જેમા ંઅદદશ તવઘેયનુ ંમલૂ્ય અચળ રહ.ે  

 
આકૃતિમા ંબે નજીકના પષૃ્ઠો એવી રીિે દશાાવ્યા છે કે એક પષૃ્્થી બીજા પષૃ્ઠ િરફ જિા ં∅ નુ ંમલૂ્ય 
𝑑∅ જેટલુ ંબદલાય છે. આકૃતિમા ંP ઝબદંુ્નો સ્ક્રથાન સદદશ 𝑟 છે. અન ેQ ઝબદંુ્નો સ્ક્રથાન સદદશ 𝑟  +

 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗  છે. આ બનેં પષૃ્ઠો વચ્ચેનુ ંલઘિુમ અંિર PR છે.  
PR = dn = dr 𝑐𝑜𝑠𝜃 ----------(7) 
જયા ં𝜃 , ∇ ∅  અને Q વચ્ચેનો ખણૂો છે.  
જયારે બનેં પષૃ્ઠો એકબીજાથી ખબૂ નજીક હોય ત્યારે ∅ ના મલૂ્યમા ંથિો ફેરફારનો દર PR  દદશામા ં 
𝜕∅

𝜕𝑟   
   વડે દશાાવાય છે. આ દરનુ ંમહિમ મલૂ્ય PR દદશામા ં 𝜕∅

𝜕𝑛   
 જેટલુ ંહોય છે. ( એકમ લબં સદદશ  

𝑒�̂�  ગણુ)ં  
𝜕∅

𝜕𝑟   
=  

𝜕∅

𝜕𝑟   
  𝑐𝑜𝑠𝜃   -------(8) 
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આમ ∅  ના મલૂ્યમા ંથિો મહિમ ફેરફારનો દર,  𝑒�̂� ની દદશામા ંમળે છે. આ સદદશને 𝑒�̂�   
𝜕∅

 𝜕𝑛   
  

વડે દશાાવાય છે.  આ સદદશને P  ઝબદંુ્ આગળનો અદદશ  તવઘેય ∅ ( 𝑥, 𝑦, 𝑧 )  નો ગ્રડેીયન્ટ કહ ે
છે.  

 Grad ∅ = 𝑒�̂�  
𝜕∅

𝜕𝑛   
 ------(9) 

આમ, અદદશ ક્ષેત્રનો ગ્રેડીયન્ટ અદદશ છે.  

સમી.(9) ની બનેં બાજુ 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗  વડે અદદશ ગણુાકાર કરિા,ં  

(Grad ∅) 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑒�̂�  
𝜕∅

𝜕𝑛   
 . 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ 

= 𝑒�̂�  
𝜕∅

𝜕𝑛   
𝑑𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜃 

= 𝜕∅

𝜕𝑛   
 𝑑𝑛 

(Grad ∅) 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗  = 𝑑∅  ------(10)     ( સમી.(9)ના ઉપયોગથી )  
પરંત ુસમી.(2) પ્રમાણે,  

𝑑∅ =  
𝜕∅

𝜕𝑥
 𝑑𝑥 + 

𝜕∅

𝜕𝑦
 𝑑𝑦 + 

𝜕∅

𝜕𝑧
 𝑑𝑧 

આથી,   (Grad ∅) 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝜕∅

𝜕𝑥
 𝑑𝑥 + 

𝜕∅

𝜕𝑦
 𝑑𝑦 + 

𝜕∅

𝜕𝑧
 𝑑𝑧 

(Grad ∅) 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ = ( ∇ ∅ ) 𝑑𝑟 
Grad ∅ = ∇ ∅ -----------(11) 
આમ, જયારે ∇ ( કારક) કોઇ અદદશ તવઘેય પર લાગે ત્યારે સદદશ મળે છે. જેને ∅ નો ગ્રેડીયન્ટ કહ ે
છે.  
આમ, અદદશ કે્ષત્રમા ંકોઇ ઝબદંુ્ પાસે ગે્રડીયન્ટ સદદશ મેળવીએ િો આ ઝબદંુ્ પાસે અદદશના ફેરફારનો 
દર ગે્રડીયન્ટ સદદશની દદશામા ંમહિમ હોય છે. અને િે મહિમ ફેરફારના દરનુ ંમલૂ્ય ગ્રેડીયન્ટ 
સદદશના માન જેટલુ ંહોય છે.  
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હવે આ સદદશ કે્ષત્રને આકૃતિમા ંબિાવ્યા પ્રમાણે બે ઝબદંુ્ઓ A અને B નો તવચાર કરો.કોઇ પણ પથ 
1 િારા ઝચઝિિ કરિા ંિનેા માટે d1 નાનો ભાગ ઘ્યાનમા ંલો. પછી સદદશ V ન ુસકંલન A થી B 
લેિા,ં 

∫ 𝑉 ∙ 𝑑1 = ∫ (𝑔𝑟𝑎𝑑 ∅ ) ∙ 𝑑𝑟
𝐵

𝐴

𝐵

𝐴
  

   =  ∫ 𝑑∅ =  ∅𝐴 −  ∅𝐵
𝐵

𝐴
  -----(12) 

આકૃતિમા ંએ સ્ક્રપષ્ટ છે કે d1 = dr.  સમી.(12) પરથી  ∅𝐵 અને ∅𝐴 અનકુ્ર્મે B અને A પરના 
∅   અદદશની દકિંમિો છે. અંતિમ ઝબદંુ્ઓ A અન ેB ચોક્ક્સ રેખાના અદદશ સકંલન ∅  નો ભાગ તવતવઘ 
સ્ક્રવિતં્ર માગો માટે સમાન મલૂ્ય ઘરાવે છે. આમ, માગા 2  

∫ 𝑉 ∙ 𝑑𝑟 =  ∫ 𝑉 ∙ 𝑑1 =  ∅𝐴 −  ∅𝐵
𝐵

𝐴

𝐵

𝐴
   ---------(13) 

િેથી બઘં માગા ABA છે.  

∮ 𝑉 ∙ 𝑑𝑟 = 0 

∮(𝑔𝑟𝑎𝑑 ∅ ) ∙ 𝑑𝑟 = 0 
આમ, જયારે સદદશકે્ષત્ર  એ અદદશકે્ષત્રનો ઢાળ િરીકે વ્યકિ કરી શકાય છે. ત્યારે કોઇ પણ બ ે
ઝબદંુ્ઓ વચ્ચે લેવામા ંઆવેલી સદદશ રેખાનુ ંસકંલન અનસુરવામા ંઆવેલા માગાથી સ્ક્રવિતં્ર હોય છે. 
અને િે માગાના છેડે અદદશ તવઘેય ના મલૂ્યો વચ્ચનેા િફાવિ બરાબર હોય છે.સદદશક્ષેત્ર શનૂ્ય છે.   
સદદશ V ને લેરે્લર સદિશ પણ કહવેામા ંઆવે  છે. કારણકે કે્ષત્ર સ્ક્રિરો  અથવા લેતમનામા ંવહચેાયેલુ ં
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હોય છે. જેના પર અદદશ  નુ ંમલૂ્ય સ્સ્ક્રથર હોય છે. આ ક્ષેત્રને ઇરોટેશનલ કે્ષત્ર પણ કહવેામા ંઆવ ે
છે. કારણ કે કોઇ પણ બઘં માગાની આસપાસ કોરેસ-પોન્દ્ન્ડિંગ સદદશની રેખા શનૂ્ય હોય છે.  
સદિશ કે્ષત્રનુ ંડાયવર્જન્સ (Divergence of a Vector):  
અવકાશના જે તવસ્ક્રિારમા ંસદદશ રાતશઓ તવિરીિ થયેલી હોય િે તવસ્ક્રિારને િે રાતશનુ ંસદદશ કે્ષત્ર 
કહવેામા ંઆવે છે. 
દા.િ. નદીના સમગ્ર તવસ્ક્રિાર પર જુદા જુદા ઝબિંદંુ્ઓ પાસે પાણીનો વેગ જુદોજુદો હોય છે. નદીના 
દકનારા પર પાણીનો વેગ થોડો આછો હોય છે. જયારે બે દકનારાની વચ્ચેના ભાગમા ંપાણીનો વેગ 
વઘારે હોય છે. નદી જયા ંસાકંડી થિી હોય ત્યા ંવેગ વઘારે હોય છે. અને જે તવસ્ક્રિારમા ંપહોળી હોય 
ત્યા ંવેગ ઓછો હોય છે. આમ, નદીના સમગ્ર તવસ્ક્રિારમા ંવેગ નામની સદદશ રાતશ તવિરીિ થયેલી 
મળે છે.  
આમ, પથૃ્વીના ગરુુત્વાકર્ષી કે્ષત્રમા ં ગરુુત્વકે્ષત્રની િીવ્રિા, તવઘિુકે્ષત્ર િેમજ ચુબંકીય કે્ષત્રમા ં
તવઘિુકે્ષત્રની િીવ્રિા અને ચુબંકીયકે્ષત્રની િીવ્રિાના મલૂ્યો અને દદશાઓ જુદાજુદા હોય છે.  
કારક ∇ (નેબ્લા)ની વ્યાખ્યા પ્રમાણે સદદશકે્ષત્રના ડાઇવર્જન્સનુ ંસતૂ્ર 

𝑑𝑖𝑣 �⃗� =  ∇  ∙  𝑣 =  (𝑖̂  
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑗̂  

𝜕

𝜕𝑦
+ �̂� 

𝜕

𝜕𝑧
 ) ∙  (𝑖̂ 𝑣𝑥 + 𝑗 ̂𝑣𝑦 + �̂� 𝑣𝑧)  

𝑑𝑖𝑣 �⃗� =  ∇ ∙ 𝑣 =  
𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣𝑦

𝜕𝑦
+  

𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑧
   -------(1) 

જયા ં𝑣𝑥 , 𝑣𝑦 અને 𝑣𝑧 એ વેગ �⃗� ના x , y, z દદશામાનંા ઘટકો છે. અને દદશામા ંિ ેઘટકોમ ંથિા 

ફેરફરોનો દર અનકુ્રમે  𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑥
 , 

𝜕𝑣𝑦

𝜕𝑦
 અને 𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑧
 છે. ∇ ∙ 𝑣 ને  સદદશ �⃗� નો ડાયવર્જન્સ કહ ેછે. િે 

અદદશ છે.  
સમજૂિી : ડાયવર્જન્સની વ્યાખ્યાની ભૌતિક સાથાકિા િેમજ િેની ઉપયોગીિા સમજવા માટે એક 
સાદંુ્ ઉદાહરણ લઇને  ફલક્સ (Flux) એટલે શુ ંિે સમજવાનો પ્રયત્ન કરીશુ.ં 
નદીના સમગ્ર તવસ્ક્રિારમા ંિેના જુદા જુદા ઝબિંદંુ્ઓ પાસે પાણીનો વેગ જુદો જુદો હોય છે. જુદા જુદા 
ઝબિંદંુ્ઓ પાસેના પાણીના વેગના સદદશો એક સદદશ કે્ષત્રનુ ંતનમાાણ કરે છે િેમ કહી શકાય. કોઇ એક 
ઝબિંદંુ્ પાસે પાણીનો વેગ �⃗� છે. પાિીનો કોઇ પિ ણબિંદંુ પાસેનો વેગ એટલે તે ણબિંદંુ પાસેની વહનની 
દિશાને લબં એવી એકર્ કે્ષત્રફળવાળી સપાટીર્ાથંી એક સેકન્ડર્ા ંપસાર થતો પાિીનો જથ્થો. આને 
ફલક્સ કહ ેછે. આમ, કોઇ સપાટી સાથ ેસકંળાયેલ ફલક્સ એટલે િે સપાટીમાથંી બહાર આવિો કે 
અંદર જિો કોઇક વસ્ક્રતનુો જથ્થો. પાણીની બાબિમા ં ફલક્સ એટલે િે સપાટી સાથે સકંળાયેલી 
બળરેખાઓની સખં્યા.  
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આકૃતિમા ંદશાાવ્યા પ્રમાણે સદદશ કે્ષત્રમા ંએક લબંઘન મકેૂલો છે. આ લબંઘનના 0 ઝબિંદંુ્ આગળ 
સદદશ તવઘેય v(x, y, z)  છે. િેવી લબંાઇ, પહોળાઇ, ઊંચાઇ dx , dy અને dz છે. આથી કદ ખડં   
dτ = dx dy dz થશે. સદદશ તવઘેય v ના ત્રણ ઘટકો  𝑣𝑥 , 𝑣𝑦 અન ે𝑣𝑧  અનકુ્ર્મે x, y અન ેz 

અક્ષની દદશામા ંછે. અને આજ દદશામા ંવેગમા ંથિા ફેરફારના દર   𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑥
 , 

𝜕𝑣𝑦

𝜕𝑦
 અન ે𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑧
   છે.  

આકૃતિમા ંદશાાવ્યા પ્રમને સમિલ 1 અને સમિલ 2,Y અક્ષને લબં છે. આ સમિલમા ંવેગ v નો  Y 

દદશાનો ઘટક અક્ષને 𝑣𝑦 અને 𝑣𝑦 +
𝜕𝑣𝑦

𝜕𝑦
 𝑑𝑦 છે. આ દકિંમિો ખબૂ નાની હોવાથી સમિલ પર અચળ 

રહ ેછે. િેમ માનવામા ંઆવે છે.  
જો િરલનો વેગ �⃗�  ( small) અને ઘનિા ρ હોય િો �⃗� =  𝜌 �⃗�. જે �⃗� ને લબં એકમ ક્ષેત્રફળમાથંી 
દર સેકન્ડે પસાર થિા િરલનુ ંદળ દશાાવે છે. આ પ્રવાહને �⃗� સદદશનુ ંફલક્સ પણ કહ ેછે.   
આમ, Y દદશામા ંબહાર નીકળિો પદરણામે પ્રવાહ અથવા સદદશ �⃗� નો ફલક્સ  

(𝑣𝑦 +
𝜕𝑣𝑦

𝜕𝑦
 𝑑𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑧 −  𝑣𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑧 =  

𝜕𝑣𝑦

𝜕𝑦
 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧  

આજ પ્રમાણે X  અને Z  દદશામા ંપદરણામી બહાર નીકળિો પ્રવાહ અથવા ફલક્સ અનકુ્રમે  

 𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑥
 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧     અને  𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑧
 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 

આથી લબંઘનના કદખડં ( dτ) માથંી બહાર નીકળિો કુલ પ્રવાહ અથવા સકંળાયેલ ફલક્સ  

=  (
𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑧
 ) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧  

=  (
𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑧
 )  𝑑𝜏    ---------(2) 

એકર્ કિર્ાથંી બહાર નીકળતો પ્રવાહ અથવા સકંળાયેલ કુલ ફલક્સને  �⃗⃗⃗�  નો ડાયવર્જન્સ કહ ેછે.  

∴   𝑑𝑖𝑣 �⃗� =  
𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑥
+  

𝜕𝑣𝑦

𝜕𝑦
+  

𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑧
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જે સમી. (1) જેવુ ંછે.  

 
જો div v નુ ંમલૂ્ય ઘન હોય િો પદરણામી પ્રવાહ બહારની િરફ અને ઋણ હોય િો પદરણામી પ્રવાહ 
અંદરની િરફ હોય છે. આકૃતિમા ંદશાાવ્યા પ્રમાણે એક ઝબિંદંુ્ આગળથી દશાાવિા કે્ષત્ર સદદશો દૂ્ર 
જિા ંહોય િો આ ઝબિંદંુ્ પાસે ડાયવર્જન્સ ઘન હોય છે. અને જો સદદશો ઝબિંદુ્ િરફ આવિા હોય િો 
ડાયવર્જન્સ ઋણ હોય છે.  
આમ વહતેા પ્રવાહીના દકસ્સાર્ા ંકોઇ પિ ણબિંદુ પાસેનો ડાયવર્જન્સ એટલે એ ણબિંદુ પાસેના એકર્ 
કિર્ાથંી સેકન્ડર્ા ંબહાર આવતા પ્રવાહીના ચોખ્ખા જથ્થાનુ ંર્ાપ છે.  
જો 𝑑𝑖𝑣 �⃗� = 0  હોય િો િરલનો કોઇ પ્રવાહ અંદરની િરફ કે બહારની િરફ થિો નથી. એટલે 
કે બનંે િરફના પ્રવાહ એકબીજાને સમિોલે છે િેમ કહવેાય.  

સમી.(2) ફરીથી લખિા,ં 𝑑𝜏 જેટલા કદખડંને ઘેરાિી સપાટી સાથે સકંળાયેલા કુલ ફલક્સને (∇ ∙ 𝑣 
) 𝑑𝜏 વડે દશાાવી શકાય.  

  ∴ ફલક્સ =  (𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑧
 ) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 = (∇ ∙ 𝑣 ) 𝑑𝜏   -------(3) 

જો આ કદ ખડંની સપાટી અતનયતમિ આકારની હોય િો િેની સાથે સકંળાયેલ કુલ ફલક્સ શોઘવા 
માટે સમગ્ર સપાટીને ખબૂ સકૂ્ષ્મ પષૃ્ઠખડંોમા ંતવભાગેલી કલ્પવામા ંઆવે છે.  

સપાટીનુ ંકે્ષત્રફળ 𝑑𝜎⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  �̂� 𝑑𝜎 
સપાટીના કોઇ એક પષૃ્ઠ ખડં સાથે સકંળાયેલ ફ્લક્સ =�⃗�  ∙  �̂� 𝑑𝜎 
   સમગ્ર સપાટી સાથે સકંળાયેલ ફલક્સ = ∑ �⃗�  ∙ �̂�𝑑𝜎 
અહીં બઘા પષૃ્ઠો અત્યિં સકૂ્ષ્મ લઇએ અને  લઇએ િો ઉપરનો સરવાળો સકંલનમા ંપદરણમે છે. 
આવા સકંલનને સદદશ કે્ષત્રનુ ંપષૃ્ઠ સકંલન કહ ેછે.  

∴   ∑ �⃗�  ∙  �̂� 𝑑𝜎 =  ∫ �⃗�  ∙  �̂� 𝑑𝜎 --------(4) 
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                         પષૃ્ઠ 𝜎 
સમી. (3) અને સમી. (4)   

 (∇  ∙  �⃗� ) 𝑑𝜏 =  ∫ �⃗�  ∙  �̂� 𝑑𝜎      ---------(5) 
                     પષૃ્ઠ 𝜎 

સમી. (5)ની ડા.બા. (∇  ∙  �⃗� )  એ 𝑑𝜏 કદ ખડંમાનંા જુદા જુદા ઝબદંુ્ પાસેના ડાયવર્જન્સનો 

સરેરાશ છે, જો  𝑑𝜏 → 0 સકૂ્ષ્મ બને િેમ લક્ષ લઇએ િો  

(∇  ∙  �⃗�) =  lim
𝑑𝜏→0

  
∫ �⃗⃗⃗� ∙ �̂� 𝑑𝜎

𝑑𝜏
       ------------(6) 

આ સમી. પણ ડાયવર્જન્સની વ્યાખ્યા દશાાવે છે.  
જો  𝑑𝑖𝑣 �⃗� = 𝑑𝑖𝑣𝜌�⃗� = 0 હોયિો 𝑑𝜏 કદમાથંી પસાર થત ુ ંપદરણામી પ્રવાહ અચલ હોય છે. 
એટલે કે િરલની ઘનિા અચળ રહ ેછે. જે પ્રવાહનુ ંસરંક્ષણ( conserved) દશાાવે છે.  
હવે એક સેકન્ડમા ં∇  ∙  �⃗�  જેટલો જથ્થો એકમ કદમાથંી  બહાર નીકળે િો એકમ કદ દીઠ પ્રવાહીનુ ં

દળ ઘટત ુ ંજાય છે. પદરણામે પ્રવાહીનો ઘનિાનો દર 𝜕𝜌

𝜕𝑡
  િે ઝબિંદુ્ પાસે ઘટે છે.  

આથી,  ∇  ∙  �⃗� =  −
𝜕𝜌

𝜕𝑡
 

∴  ∇  ∙  �⃗� +
𝜕𝜌

𝜕𝑡
= 0  

∇  ∙ (𝜌�⃗�) +
𝜕𝜌

𝜕𝑡
= 0   ---------(7) 

આ સમી.(7)ને સાિત્યનુ ંસમીકરણ કહ ેછે. અને િે પ્રવાહીના જથ્થાના સરંક્ષણના તસઘ્ઘાિં રજૂ કરે 
છે.જો પ્રવાહી િેની ઘનિા બદલવામા ંઅસમથા હોય િો ρ = અચળ થશે અન ે𝑑𝑖𝑣 �⃗� = 𝑑𝑖𝑣𝜌�⃗� =

0  મળશે.જો કે પ્રવાહીના કેટલાક સ્ત્રોિો અથવા જથ્થા 𝑑𝜏 મા ંડૂબી શકે છે. િેના માટે સમી. (7) 
સઘુારવાની જરૂર છે. અહીં  ψ(x,y,z) એકમ સમય દીઠ પ્રવાહીના જથ્થાના સર્જનના ચોખ્ખા દરનુ ં
પ્રતિતનતઘ કરે છે. પ્રવાહીના સર્જન અને તવનાશ માટે કોઇ િકલીફ ન હોવી જોઇએ. સર્જનનો અથા એ 
થાય કે પ્રવાહીની પઘ્ઘતિમા ંતવચાર.  
[( પ્રવાહીના બહારનો દર) – (પ્રવાહીના તનમાાણનો દર)] = પ્રવાહીના ઘટાડાનો દર -----(8) 

અથવા કદ 𝑑𝜏 માટે   ∇ ∙ 𝑉 𝑑𝜏 − 𝜑 𝑑𝜏 =  − 
𝑑𝜌

𝑠𝑡
 𝑑𝜏 

આને સામાન્ય સ્ક્રવરૂપમા ંમકૂી શકાય છે.  

∇ ∙ 𝑉 + 
𝑑𝜌

𝑑𝑡 
= 𝜑    --------(9) 
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જયારે  સમી. (9)  સાિત્ય (7) ના સમીકરણમા ંઘટાડો કરે છે.  
કલમ – એ સદિશ શવઘેય ( Curl of a vector Point Function): 
આપણ જાણીએ છીએ કે જયારે સદદશ ક્ષેત્ર એ અદદશ ક્ષેત્રનો ગ્રેદડયન્ટ વ્યક્િ કરિો હોયિો બઘં 
પથની સાથે સદદશનુ ંરેખા સકંલન શનૂ્ય હોય છે. આ પદરણામ એ વાસ્ક્રિતવક પથથી સ્ક્રવિતં્ર છે જો 
કે આવા સદદશ ક્ષેત્ર ને ભૌતિકશાસ્ત્રમા ંસદદશ  કે્ષત્રની સખં્યાનુ ંનામ આપવામા ંઆવ્યુ ંહત ુ.ં જેમા ંઆ 
ગણુઘમાનુ ંઅવલોકન કરવામા ંઆવ્યુ ંનથી.  

 
 
આવા સદદશ કે્ષત્રના નાના કે્ષત્રને ઘ્યાનમા ંલો. (આકૃતિ ) આ ક્ષેત્રમા ંસરળિા ખાિર ઘારો કે આપેલ 
સદદશ  પાસે િમામ ઝબદંુ્ઓ પર સમાન દદશામા ંછે પરંત ુતવતવઘ ઝબદંુ્ઓ પર જુદા જુદા કે્ષત્રમા ંહવે 
અનકુુળિા માટે લબંચોરસ પથ  ઘ્યાનમા ંલઇએ કે લબંચોરસનુ ંસમિલ ABCD ની દદશામા ંલબંરૂપ 

છે િો આ પથ સાથે રેખા સકંલન ∮ 𝑉 ∙ 𝑑𝜏   શનૂ્ય છે. કારણકે  સવાત્ર 𝑑𝜏  માટે કાટખણૂે છે. ઘારો 
કે લબંચોરસ તવસ્ક્રિારનુ ંસમિલ V સદદશ ની દદશા સાથે સમાિંર બનાવવામા ંઆવ્યુ ંછે. પછી બઘં 
પથ  A’ B’ C’ D’ પર મયાાદદિ મલૂ્ય હશે. આ વાક્ય રેખા સકંલન  ∮ 𝑉 ∙ 𝑑𝜏  નુ ંપદરણામ સદદશ  
V ના સદંભામા ં િેના લક્ષ્ય પર આઘાદરિ છે.  
આ રેખા સકંલનનુ ંમહિમ મલૂ્ય જે એકમ કે્ષત્રફળ દશાાવે છે જે બઘં માગાના સકંલનને િે સદદશ 
ક્ષેત્રના ઝબદંુ્ને કલા કહ ેછે. સદદશ V નુ ં કલા િે દદશામા ંદોરેલુ ંસદદશ છે. જે સ્સ્ક્રથતિમા ંરેખા સકંલનનુ ં
મહિમ મલૂ્ય પ્રાપ્િ થાય છે. કેટલાક પસુ્ક્રિકોમા ંપદરભ્રમણ ( સઝંક્ષપ્િમા ંરોટ ) શબ્દનો ઉપયોગ 
થાય છે.  

સદદશ ક્ષેત્ર �⃗� ના કલાની વ્યાખ્યા ∇ ઓપરેટરની મદદથી નીચે પ્રમાણે આપી શકાય  
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𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗ = ∇ × �⃗� 
હવે ∇  ને  (�̂�  

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑗̂  

𝜕

𝜕𝑦
+ �̂�  

𝜕

𝜕𝑧
)  સદદશ િરીકે દશાાવિા,ં  

𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑣  ⃗⃗⃗⃗⃗ =  ∇  × �⃗� = |

𝑖 𝑗 𝑘
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑣𝑥 𝑣𝑦 𝑣𝑧

|  

 

∴ 𝑐𝑢𝑟𝑙 �⃗�  =  �̂�  (
𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝑉𝑦

𝜕𝑧
) − 𝑗̂  (

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑥
−

𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑧
) + �̂� (

𝜕𝑉𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑦
)  

 

𝑐𝑢𝑟𝑙 �⃗� =  �̂�  (
𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝑉𝑦

𝜕𝑧
) + 𝑗̂  (

𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑥
) + �̂� (

𝜕𝑉𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑦
)  

આમ, ∇  × �⃗� ને સદદશ ક્ષેત્ર v(x,y,z) નો કલા કહ ેછે.  
સમજૂિી :  

 
આકૃતિમા ંદશાાવ્યા પ્રમાણે સદદશ ક્ષેત્ર �⃗� ના X, Y, Z  અક્ષોને અનલુક્ષીને િે દદશામા ં િેના ઘટકો 
𝑣𝑥 , 𝑣𝑦 અન ે𝑣𝑧  છે. અનકુ્રમે y, x,….  દદશામા ંવેગના ઘટકો 𝑣𝑥 , 𝑣𝑦 … …મા ંથિો ફેરફારનો દર 
𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑦
 , 

𝜕𝑣𝑦

𝜕𝑥
 ……વડે દશાાવાય છે. આકૃતિમા ંઉગમઝબદંુ્ y=0 આગળ એક લબંચોરસ માગા  a b c d  

સદદશ ક્ષેત્ર  v ના y ઘટકને  લબં છે.કે જે સમિલ 1 વદે દશાાવેલ છે.  
સમિલ 1ની ad, bc, ab અને dc રેખા પર સદદશ ક્ષેત્ર v ના x અને z દદશાના ઘટકો અનકુ્રમે 

𝑉𝑥 , 𝑉𝑥 +
𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑧
𝑑𝑧, 𝑉𝑧, 𝑉𝑧 + 

𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑥
 𝑑𝑥   થશે.  

આથી a b c d  માગા પર કુલ રેખા સકંલન  
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=  𝑣𝑧𝑑𝑧 + (𝑣𝑥 +
𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑧
 𝑑𝑧) 𝑑𝑥 − (𝑣𝑧 +

𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑥
 𝑑𝑥) 𝑑𝑧 − 𝑣𝑥𝑑𝑥 

cd અને da માગાને લીઘે રેખા સકંલનમા ંઋણ તનશાની છે. કારણ કે િેની દદશા ઘટકો કરિા ંતવરૂઘ્ઘ 
છે. આ રેખા સકંલનનુ ંમલૂ્ય મહિમ ત્યારે જ થશે કે જયારે  ab, bc, cd અને da િેના સદદશને 
સમાિંર કે અસમાિંર (Parallel or Anti-parallel ) હોય છે.  

સકેંિમા ં,          ∮ �⃗�  ∙  𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗ =  (
𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑥
 ) 𝑑𝑥𝑑𝑧 

            1,2,3,4 
આ રેખા સકંલનનુ ંમલૂ્ય દર એકમ કે્ષત્રફળ y અક્ષને લબં હોવાથી curl ના સ્ક્રવરૂપમા ંલખિા ં 

𝑐𝑢𝑟𝑙𝑦   �⃗�  =  (
𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑧
 −  

𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑥
)    --------(1) 

આ જ x  અને z અક્ષને લબં આપેલા સમિલ ( લબંચોરસ માગા) માટે રેખા સકંલનની ગણિરી 
કરી શકાય.  

𝑐𝑢𝑟𝑙𝑥  �⃗� =  (
𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑦
−  

𝜕𝑣𝑦

𝜕𝑧
)      ----------(2) 

𝑐𝑢𝑟𝑙𝑧  �⃗� =  (
𝜕𝑣𝑦

𝜕𝑥
−  

𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑦
)           ---------(3) 

સદદશીય રીિે આ ત્રણેય ઘટકોનો સરવાળો કરિા,ં 

𝑐𝑢𝑟𝑙 �⃗� =  𝑖̂ 𝑐𝑢𝑟𝑙𝑥  �⃗� +  𝑗 ̂𝑐𝑢𝑟𝑙𝑦 �⃗� +  �̂� 𝑐𝑢𝑟𝑙𝑧 �⃗�  
Or 

𝑐𝑢𝑟𝑙 �⃗� = 𝑖̂  (
𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑦
−  

𝜕𝑣𝑦

𝜕𝑧
) + 𝑗̂  (

𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑧
 −  

𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑥
) + �̂� (

𝜕𝑣𝑦

𝜕𝑥
−  

𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑦
)    -----(4) 

આમ, સમી.(4) ને નીચે પ્રમાણે તનશ્ર્યાયકના સ્ક્રવરૂપમા ંલખી શકાય.  

𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑣  ⃗⃗⃗⃗⃗ =  |

𝑖 𝑗 𝑘
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑣𝑥 𝑣𝑦 𝑣𝑧

|   --------(5) 

𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑣  ⃗⃗⃗⃗⃗ =  ∇  × �⃗� 
જો 𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑣  ⃗⃗⃗⃗⃗ = 0  હોય િો સદદશ �⃗� ને irrotational vector  કહ ે છે. દા.િ. Gravitational અને 
Electrostatic fields એ irrotational fields છે.  
સદિશ શવકલન ઓપરેટર ∇ શવશેની ર્ાદહતી( More about the vector Differential 
Operator ∇ ): 
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યાદ રાખવુ ંજોઇએ કે ∇ સદદશ તવકલન ઓપરેટર છે.અને િેને સદદશ તવઘેય ઉપર ઓપરેટ કરવાથી 
અદદશ તવઘેયનુ ંડાયવર્જન મળે છે અથવા સદદશ તવઘેયનુ ંકલા મળે છે. વળી જો સદદશ V ની સાથ ે
ડૉટ પ્રોડ્કક્ટ કરીએ િો , 

𝑉 ∙ ∇ =  𝑣𝑥  
𝜕

𝜕𝑥
+  𝑣𝑦  

𝜕

𝜕𝑦
+  𝑣𝑧  

𝜕

𝜕𝑧
     --------(1) 

અને િે અદદશ ઓપરેટર છે. આ સમી. (1) ને સદદશ અને અદદશ ઉપર ઓપરેટ કરી શકાય. પરંત ુ 
નીચેના સમી. ને સદદશ Vનુ ંડાયવર્જન અને િેને અદદશ રાશીનુ ંપ્રતિતનતઘ કરે છે.  

∇ ∙ 𝑉 =  
𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑧
  

ફરી થી,   

𝑉 ×  ∇ = �̂� (𝑉𝑦  
𝜕

𝜕𝑧
− 𝑉𝑧

𝜕

𝜕𝑦
) + 𝑗̂ (𝑉𝑧  

𝜕

𝜕𝑥
− 𝑉𝑥

𝜕

𝜕𝑧
) + �̂� (𝑉𝑥  

𝜕

𝜕𝑦
− 𝑉𝑦

𝜕

𝜕𝑥
)   -----(2) 

અથવા સામાન્ય રીિ ે 

(𝑉 × ∇)𝑖 = 𝑉𝑗  
𝜕

𝜕𝑥𝑘
−  𝑉𝑘  

𝜕

𝜕𝑥𝑗
      --------(3) 

  જયા ંI j અને k  એ 1,2 અને 3 ના સમઘડી ક્રમ દશાાવે છે. ( માટે x1= x, x2=y અને x3=z િેજ 
રીિે V1=Vx, V2=Vy  અન ેV3=Vz ) સમી. (2) સદદશ તવકલન ઓપરેટર દશાાવે છે. િેને પણ સદદશ 
અને અદદશ તવઘેય પર ઓપરેટ કરી શકાય.  
સામાન્ય રીિ ેસદદશ તવકલન ઓપરેટર એ યાદ રાખાવા જેવો છે. કારણ કે 𝑉 × ∇  િે સદદશ છે. 
િેમા ં𝑉 × ∇  સદદશ તવક્લન ઓપરેટરમા ંકલા V છે. જયારે ∇ ને ઓપરેટ કરીએ ત્યારે બે તવઘેય 
મળે છે.જો બે તવઘેય ઉપર ફરજીયાિ ઓપરેટ કરીએ િો નવા પ્રકારની સતૂ્ર મળે છે. જે નીચે છે. 
∇ × 𝐴𝑓(𝑟) = ∇𝐴  × 𝐴𝑓(𝑟) +  ∇𝑓  × 𝐴𝑓(𝑟)    ---------(4) 
 આ ∇𝐴 સજં્ઞા એ ∇  ઓપરેટર ફક્િ સદદશ A નો જ છે િેમ દશાાવે છે. જયારે ∇𝑓  એ ∇ ઓપરેટર 
ફક્િ ∇𝑓 માટે.  
સમી.(4) ને ફરીથી લખિા,ં 
∇ × 𝐴𝑓(𝑟) =  (∇ × 𝐴)𝑓(𝑟) + [∇ 𝑓(𝑟)] × 𝐴  
     = 𝑓(𝑟)∇ × 𝐴 + ∇ 𝑓(𝑟) × 𝐴      -----------(5) 
સમી.(5) મા ંકૌસનો કોઇ અથા ન હોવાથી િેને રદ કરિા ં 
માટે ∇ × ( 𝐴 × 𝐵)  ઓપરેટરની રજૂઆિ દશાાવિા ં 
∇ × (𝐴 × 𝐵) = ∇𝐴  × (𝐴 × 𝐵) + ∇𝐵 × (𝐴 × 𝐵)       --------(6) 
હવે ત્રણ સદદશોના ગણુાકારનો ઉપયોગ કરીને લખિા,ં 
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∇ × (𝐴 × 𝐵) = 𝐴(𝐵 ∙ ∇𝐴) − 𝐵(∇𝐴 ∙ 𝐴) + 𝐴(∇𝐵 ∙ 𝐵) − 𝐵(𝐴 ∙ ∇𝐵)   
અથવા  ∇  × (𝐴 × 𝐵) = ( 𝐵 ∙ ∇ )𝐴 − 𝐵(∇ ∙ 𝐴) + 𝐴(∇ ∙ 𝐵) − (𝐴 ∙ ∇)𝐵  --------(7) 
સમી.(7) ના પ્રત્યયો દૂ્ર કરિા ં𝐵 ∙ ∇  અને 𝐴 ∙ ∇ ઓરેટર છે. જે A અનેB  સદદશઓ માટે છે. એટલે 
કે ડાબી બાજુ નો સદદશ અને જમણી બાજુનો સદદશ એક જ છે. માટે A  અને B પ્રથમ અને છેલ્લા 
ભાગ િે જમણી બાજુમા ંફરીથી ગોઠવેલ સદદશો જ છે.   
શવશવઘ  પ્રકારના ડેલ ઓપરેશનો ( Multiple Del Operations):  
આપણે સાઝબિ કરી ગયા છીએ કે ગ્રેદડયન્ટ એટલે અદદશ તવઘેય, અને ડાયવર્જન અને કલા એ સદદશ 
તવઘેય છે. હવે આપને ફરીથી ડેલ ઓપરેટરને જુદાજુદા ઓપરેશનોમા ંજોઇએ. 
 
 

(a) 𝑑𝑖𝑣 𝑔𝑟𝑎𝑑 ∅ =  ∇ ∙ ∇ ∅  
(b) 𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑔𝑟𝑎𝑑 ∅ =  ∇  × ∇∅  
( c) 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝑖𝑣 𝑉 =  ∇ (∇ ∙ 𝑉)  
(d) 𝑑𝑖𝑣 𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑉 =  ∇ ∙ (∇ × 𝑉)   
(e) 𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑉 = ∇ × (∇ × 𝑉)  
(f) 𝐿𝑎𝑝𝑙𝑎𝑐𝑖𝑎𝑛 𝑉 = ∇ ∙  ∇𝑉  

                                                        -------------(1) 
ઉપરના 6 સમીકરણો એ દિતિય ક્રમના તવકલનો છે ,સાથે સાથે ભૌતિકશાસ્ત્રમા ંઇલેક્રોડાયનેતમક્સ 
મા ંઆવિા દિતિય ક્રમના તવકઝલિ સમીકરણો છે.  
ઉપરના (a ) થી ( f) બીજા ક્રમના તવકઝલિ ઓપરેટરને લાપલાસીયન કહ ેછે. અદદશ ઓપરેટરને 
નીચે પ્રમાણે  દશાાવાય છે.  

∇2=  ∇  ∙ ∇ =  
𝜕2

𝜕𝑥2 +
𝜕2

𝜕𝑦2 +
𝜕2

𝜕𝑧2    -------(2) 
લાપલાસીયન ઓપરેટરને અદદશ તવઘેય ∅ થી સમી.(a ) ને અને સદદશ તવઘેય V થી સમી.(f ) ન ે
ઓપરેટ કરીએ િો અદદશ અને સદદશ મળે છે.  

𝑑𝑖𝑣 𝑔𝑟𝑎𝑑 ∅ =  ∇ ∙ ∇∅ = ∇2∅ =  
𝜕2∅

𝜕𝑥2 +
𝜕2∅

𝜕𝑦2 +  
𝜕2∅

𝜕𝑧2   ---------(3) 
અને    ∇  ∙ ∇ 𝑉 =  ∇2𝑉 =  

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑉

𝜕𝑦2 +  
𝜕2𝑉

𝜕𝑧2    ------------(4) 
તથયોરીકલ ભૌતિકશાસ્ત્રમા ં સમીકરણોમા ં ખબૂ મોટા પ્રમાણમા ં લાપલાસીયન ઓપરેટર હોય છે. 
િેમાનંા કેટલાક લાપલાસીયન ઓપરેટર નીચે મજુબ છે.  
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(i) ∇2∅ = 0  લાપલાસીયન સમીકરણ 
(ii) ∇2∅ =  

𝜌

∈0
  પોઇસન સમીકરણ 

(iii) ∇2∅ =  
1

𝑣2   
𝜕2∅

𝜕𝑡2  િરંગ સમીકરણ 
(iv) ∇2∅ =  

1

ℎ2   
𝜕∅

𝜕𝑡
  ઉષ્માવહનનુ ંસમીકરણ 

(v) ∇2∅ =  
2𝑚

ℏ2
 ( 𝑉 − 𝐸)∅  શ્રોડીન્જર સમીકરણ 

સમી.(b) 𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑔𝑟𝑎𝑑 ∅ ના ઓપરેશનનો ઉલ્લેખ કરિા,ં 
𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑔𝑟𝑎𝑑 ∅ =  ∇ × (∇∅)  

=  ||

𝑖 𝑗 𝑘
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝜕∅

𝜕𝑥

𝜕∅

𝜕𝑦

𝜕∅

𝜕𝑧

||  

= 𝑖 (
𝜕2∅

𝜕𝑦𝜕𝑧
 −  

𝜕2∅

𝜕𝑧𝜕𝑦
 ) + 𝑗 ( 

𝜕2∅

𝜕𝑧𝜕𝑥
−  

𝜕2∅

𝜕𝑥𝜕𝑧
 ) + 𝑘 (

𝜕2∅

𝜕𝑦𝜕𝑥
 −  

𝜕2∅

𝜕𝑥𝜕𝑦
)    

અથવા    𝑐𝑢𝑟𝑙 ( 𝑔𝑟𝑎𝑑 ∅) = 0       ---------(5) 
લખેલ સમી.(5) મા ંએમ માની લીઘુ ંછે કે આંતશક તવભાજનનો ક્ર્મ એકબીજા સાથે બદલી શકાય છે 
અને જો ∅ ના બીજા ક્રમના આંતશક ભાગો દલીલ x, y, z ની સિિ દક્રયાઓ છે.  
સમી.(c ) ઉલ્લેખ કરેલ ઓપરેશન ગ્રેડ-ડાયવર્જન V એ સદદશ છે. અને ( c) મા ંઉલ્લેખ કરેલ કલા  
Vના તવસ્ક્રિારમા ંદેખાય છે.  
હવ,ે 𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑉 =  ∇  ×  ∇  × 𝑉 
    =  ∇ (∇  ∙ V) − ∇  ∙ ∇𝑉  ----------------(6) 
અથવા   𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑉 = 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝑖𝑣 𝑉 − ∇2𝑉 
ઓપરેશન ગે્રડ-ડાયવર્જન V  િરીકે લખી શકાય છે.  

∇ ( ∇ ∙ V) =  (𝑖
𝜕

𝜕𝑥
 + 𝑗 

𝜕

𝜕𝑦
 + 𝑘 

𝜕

𝜕𝑧
) (

𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑥
+  

𝜕𝑉𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑧
)  

= 𝑖 (
𝜕2𝑉𝑥

𝜕𝑥2 +  
𝜕2𝑉𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
+  

𝜕2𝑉𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑧
 ) + 𝑗 (

𝜕2𝑉𝑥

𝜕𝑦𝜕𝑥
+  

𝜕2𝑉𝑦

𝜕𝑦2 +  
𝜕2𝑉𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑧
 ) + 𝑘 (

𝜕2𝑉𝑥

𝜕𝑧𝜕𝑥
+

𝜕2𝑉𝑦

𝜕𝑧𝜕𝑦
+

𝜕2𝑉𝑧

𝜕𝑧2 )                        -----------(7) 
અઝભવ્યસ્ક્િમા ( f)  જેમકે ∇ ∙ ∇𝑉, ∇𝑉 એક ડાયદડક અને ડાયવર્જન્સ જેવુ ંએક સદદશ છે.   
ઓપરેશન ડાયવર્જન-કલા V એ અદદશ છે. અને િેને ત્રણ અદદશોના ગણુાકારથી દશાાવિા,ં 
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∇  ∙ ∇  × 𝑉 =  ||

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑉𝑥 𝑉𝑦 𝑉𝑧

||  

અથવા    ∇ ∙  ∇  × 𝑉 = 0     ------------(8) 
 અપદરભ્રર્િ અને સોલેનોઇડલ સદિશો (Irrotational and Solenoidal Vectors):  
આપણે પહલેાથંી જાણીએ છીએ કે સદદશ V સોલેનોઇડલ છે. જો, 

𝑑𝑖𝑣 𝑉 =  ∇ ∙ 𝑉 = 0 
પરંત ુ સદદશના ડાયવર્જનનુ ં કલા શનૂ્ય છે.દા.િ. ∇ ∙ ∇ × 𝐴 = 0 જે સમી.(8) પ્રમાણે. માટે 
સોલેનોઇડલ સદદશ હમેશા ંસદદશ તવઘેયનુ ંકલા રજૂ કરે છે. આ સદદશ તવઘેયને સદદશ સ્સ્ક્રથતિમાન 
કહ ેછે.  
ઉદાહરણ િરીકે ચુબંકીય પે્રરણ B, ∇ ∙ 𝐵 = 0     માટે,  
B = ∇  × 𝐴         --------(9)           
જયા ંA ને ચુબંકીય સદદશ સ્સ્ક્રથતિમાન કહ ેછે. સદદશ સ્સ્ક્રથતિમાન A એક જ નથી. ઘારોકે િેમા ંબીજો 
ગ્રેડ ∅ થી સદદશ A  લઇએ િો, 
𝐵′ =  ∇  × [ 𝐴 + 𝑔𝑟𝑎𝑑 ∅ ] =  ∇  × 𝐴 +  ∇  ×  ∇ ∅        ----------------( 10) 
પરંત ુ∇  ×  ∇ ∅ = 0 આ સમી.(5)નુ ંસાદંુ્ સ્ક્રવરૂપ છે. માટે આ B = ∇  × 𝐴 મળે.  
હવે જો આપણે નોંઘીએ કે સદદશ V પદરભ્રમણ કરિો નથી િો curl V = ∇  × 𝑉 = 0. પરંત ુસાથે 
અદદશ નુ ં કલા નુ ં ગે્રડીયન્ટ હમેશા ં શનૂ્ય છે.દા.િ. ∇  ×  ∇ ∅ = 0 જે સમી. (5) પ્રમાણે. 
અપદરભ્રમણ કરિા સદદશ V હમેશા ંઅદદશ તવઘેયનુ ં ગે્રડીયન્ટ રજુ કરે  છે.િેથી V = ∇ ∅ =

𝑔𝑟𝑎𝑑 ∅ . આ અદદશ તવઘેય ∅ ને અદદશ સ્સ્ક્રથતિમાન કહ ેછે. ઉદાહરણ િરીકે ગરુુત્વાકર્ષાણ કે્ષત્ર 
અથવા ઇલેકરોસ્ક્રટેટેસ્ક્રટીક કે્ષત્ર ( તવઘિુકે્ષત્ર)ના દકસ્ક્રસામા ંજોિા ં 
∇  × 𝐸 = 0    𝑜𝑟     𝐸 =  −∇ ∅    ----------(11) 
અહીં ઋણ તનશાની દશાાવે છે કે સદદશ E ના r મા ંજેમ ∅ ઘટત ુ ંજાય છે િેમ dr વઘતુ ંજાય છે. 
સ્સ્ક્રથતિમાન  ∅ એ અચળ નથી કારણકે અદદશ અચળાકં તવઘેય c થી ∅ ઉમેરિા ં બદલાય છે.  
−∇ ( ∅ + 𝑐 ) = −∇∅ = 𝐸  
હવે  તવતવઘ પ્રકારના ડેલ ઓપરેશના ઉપયોગને સમજવા  બે ઉદાહરણ જોઇએ.  

ઉ.િા.-1 શોઘો  𝛁 ∙ 𝛁 𝒇(𝒓)   જયા ં 𝒓 = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 +  𝒛𝟐 



B.Sc. Sem-1 Physics Paper-101 Unit-1 Ch-1 

Dr. M. N. Parmar-Page 35 of 64 
 

આપણે લખીએ કે    ∇𝑓(𝑟) = 𝑖 
𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑥
 + 𝑗 

𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑦
 + 𝑘 

𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑧
 

પરંત ુ 
𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑥
 =  

𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑟
∙   

𝜕𝑟

𝜕𝑥
 =   

𝑥

𝑟
  

𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑥
     ત્યાર પછી   𝜕𝑟

𝜕𝑥
  =   

𝑥

𝑟
 

માટે, 𝛁𝑓(𝑟) = 𝒊 
𝑥

𝑟
 
𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑟
 + 𝒋 

𝑦

𝑟
  

𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑟
 + 𝒌 

𝑧

𝑟
 
𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑟
 

=  
𝒓

𝑟
  

𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑟
  

માટે,   𝛁 ∙ 𝛁𝑓(𝑟) =  𝛁 ∙  
𝒓

𝑟
 
𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑟
  

=
𝜕

𝜕𝑥
 [

𝑥

𝑟
  

𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑟
 ] +  

𝜕

𝜕𝑦
 [

𝑦

𝑟
  

𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑟
 ] +  

𝜕

𝜕𝑧
 [

𝑧

𝑟
  

𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑟
 ] 

હવે સમી.ના જમણી બાજુના પ્રથમ પદનુ ંસાદુ્રૂપ આપિા,ં 
𝜕

𝜕𝑥
 [

𝑥

𝑟
  

𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑟
 ] =  

1

𝑟
 
𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑟
−

𝑥

𝑟2
  

𝜕𝑟

𝜕𝑥
 
𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑟
+ 

𝑥

𝑟
 
𝜕2𝑓(𝑟)

𝜕𝑟2
 
𝜕𝑟

𝜕𝑥
 

 

=  
1

𝑟
 
𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑟
−  

𝑥2

𝑟2
 
𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑟
+ 

𝑥2

𝑟2
 
𝜕2 𝑓(𝑟)

𝜕𝑟2
 

િેજે રીિે બીજા પદોને x, y  અને z સાથે ચઝલિ કરી સાદુ્રૂપ આપિા,ં 

𝛁 ∙ 𝛁 𝑓(𝑟) =  
3

𝑟
 
𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑟
 − 

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 )

𝑟3
 
𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑟
 + 

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 )

𝑟2
  

𝜕2 𝑓(𝑟)

𝜕𝑟2
 

 

=  
2

𝑟
  

𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑟
 +  

𝜕2 𝑓(𝑟)

𝜕𝑟2   
જો 𝑓(𝑟) = 𝑟𝑛  હોય િો    

∇  ∙ ∇(𝑟𝑛) =  ∇2 𝑟𝑛 =  
2

𝑟
 𝑛𝑟𝑛−1 + 𝑛(𝑛 − 1)𝑟𝑛−2  

= 𝑛 (𝑛 + 1)𝑟𝑛−2  
જો n=0 હોય િો 𝑓(𝑟) = અચળ  ∇  ∙ ∇𝑓(𝑟) = 0 

જો n=-1 હોય િો  𝑓(𝑟) =
1

𝑟
   અને r ≠ 0 

∇ ∙ ∇𝑓(𝑟) =  ∇2 (
1

𝑟
 ) = 0  

પરંત ુ∇2 𝑓(𝑟) = 0  સમી. લાપલાસીયન સમીકરણ છે. માટે 𝑓(𝑟) =
1

𝑟
 એ લાપલાસીયન સમી. નો 

ઉકેલ છે.  
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ઉ.િા.-2  𝛁 × 𝑨 = 𝑽   છે. તો સદિશ A શોઘો.જયા ં𝑽 = 𝒊(𝒙𝟐 + 𝟐𝒚𝒛) + 𝒋 𝟐𝒚𝒛 − 𝒌(𝒛𝟐 +

𝟐𝒛𝒙) 
પહલેા ંઆપણે  V નો ડાયવર્જન  શોઘીએ 

𝐷𝑖𝑣 𝑉 =  
𝜕

𝜕𝑥
 ( 𝑥𝑟 + 2𝑦𝑧) + 

𝜕

𝜕𝑦
 (2𝑦𝑧) + 

𝜕

𝜕𝑧
 {− (𝑧2 + 2𝑧𝑥)}  

          = 2x + 2z – 2z -2x = 0  
આ દશાાવે છે કે સદદશ V એ સોલેનોઇડલ છે. સદદશ V ને તવતશષ્ટ રીિે ન સમજાવી શકાય માટે  y 
અન ેz યામોને ખાસ Ax=0 ની દકસ્ક્રસામા ંલેિા ંઅન ેcurl A=V નો ઉપયોગ કરિા,ં 

𝑐𝑢𝑟𝑙𝑦 𝐴 =  − 
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑥
 = 2𝑦𝑧  

અને   𝑐𝑢𝑟𝑙𝑧 𝐴 =  
𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑥
=  −(𝑧2 + 2𝑧𝑥)   

સકંલન કરિા,ં  Az = - 2yzx + C1(y, z) 
 અને  Ay = - ( z2x + zx2 ) + C2 (y, z) 
જયા ંC1 અને C2 સકંલન અચળાકો છે જે y અને z ઉપર આઘારીિ છે.  
હવે V ના x યામ  લઇએ,  

Vx = x2 + 2yz  

=  
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑦
−  

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑧
  

માટે  𝑉𝑥 = −2𝑧𝑥 +  
𝜕𝐶1

𝜕𝑦
+ 2𝑧𝑥 +  𝑥2 −  

𝜕𝐶2

𝜕𝑧
 

સમીકરણ 𝑉𝑥 ના મલૂ્યો લેિા ં 

𝑥2 + 2𝑦𝑧 =  
𝜕𝐶1

𝜕𝑦
+  𝑥2 −  

𝜕𝐶2

𝜕𝑧
  

આ સમીકરણ ત્યારે જ સિંોર્ષાય કે જયારે C1 = 0, C2=-yz2   અથવા C1= y2z, C2 =0   અથવા 

C1=1/2 y2z , C2 =1/2 yz2  
િેથી સદદશ ને દશાાવવાની નીચે મજુબની એક જ પસદંગી રહ.ે 
A = -j ( z2x +zx2 ) – k ( 2xyz – y2z ) 
કેટલાક ઉપયોગી સમીકરણો(ઓળખો)(Some Useful Identities): 
નીચેના કેટલાક ઉપયોગી સમીકરણો કે જેને સરળિાથી સાઝબિ કરી શકાય છે.  

1. 𝑔𝑟𝑎𝑑 (∅𝜑) =  ∅ 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜑 + 𝜑 𝑔𝑟𝑎𝑑∅   
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2. 𝑑𝑖𝑣 ( ∅ 𝐴) = 𝑔𝑟𝑎𝑑 ∅ ∙ 𝐴 + ∅ 𝑑𝑖𝑣 𝐴  
3. 𝑐𝑢𝑟𝑙 ( ∅ 𝐴) = 𝑔𝑟𝑎𝑑 ∅ × 𝐴 + ∅ 𝑐𝑢𝑟𝑙 𝐴.  
4. 𝑔𝑟𝑎𝑑 ( 𝐴 ∙ 𝐵) = ( 𝐴 ∙ 𝑔𝑟𝑎𝑑)𝐵 + (𝐵 ∙ 𝑔𝑟𝑎𝑑)𝐴 + 𝐴 × 𝑐𝑢𝑟𝑙𝐵 + 𝐵 × 𝑐𝑢𝑟𝑙𝐴         
5. 𝑑𝑖𝑣 ( 𝐴 × 𝐵) = 𝐵 ∙ 𝑐𝑢𝑟𝑙 𝐴 − 𝐴 ∙ 𝑐𝑢𝑟𝑙 𝐵.  
6. 𝑐𝑢𝑟𝑙 (𝐴 × 𝐵) = 𝐴( 𝑑𝑖𝑣𝐵) − 𝐵(𝑑𝑖𝑣 𝐴) + (𝐵 ∙ 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝐴) − (𝐴 ∙ 𝑔𝑟𝑎𝑑)𝐵.  
7. 𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑔𝑟𝑎𝑑 ∅ =  ∇  ×  ∇ ∅ = 0  
8. 𝑑𝑖𝑣 𝑐𝑢𝑟𝑙 𝐴 =  ∇  ∙  ∇  × 𝐴 = 0  
9. 𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑐𝑢𝑟𝑙 𝐴 =  ∇  ×  ∇  × 𝐴 =  ∇ ( ∇ ∙ 𝐴 ) − ∇2 𝐴  
 = 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝑖𝑣 𝐴 − 𝐿𝑎𝑝𝑙𝑎𝑐𝑖𝑎𝑛 𝐴 
10. 𝑑𝑖𝑣 ( 𝑔𝑟𝑎𝑑 ∅ × 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜑 ) =  ∇  ∙ ( ∇ ∅ × ∇φ) = 0  

ગૉસનો પ્રરે્ય ( Gauss’s Theorem) : 
ગૉસનો ડાયવર્જન પ્રમેય એ સદદશ બીજગઝણિનો એક મહત્વનો પ્રમેય છે અને િે કદ સકંલનની 
સાથે પષૃ્ઠ સકંલન સબંઘં દશાાવે છે. 
કથન : “ કોઇ પણ સદદશ કે્ષત્ર ના ડાયવર્જનનુ ંઅમકુ કદ ( τ ) પર લીઘેલુ ંકદ સકંલન િે કદ( τ 
) ને ઘેરિા પષૃ્ઠ પરના િે સદદશના પષૃ્ઠ સકંલન જેટલુ ંહોય છે.” 

∫ ∇  ∙  �⃗�  𝑑𝜏 = ∫ 𝑑𝑖𝑣 ∙  �⃗�  𝑑𝜏 =  ∫ �⃗� 𝑑𝜎       -----------(1) 
કદ τ               કદ τ                 પષૃ્ઠ σ  
જયા ં𝑑𝜏 = 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧  કદખડં છે.  
અને 𝑑𝜎 =  ક્ષેત્રફળનો સદદશ ખડં છે.  
સાઝબિી:  આકૃતિ (1)મા ંદશાાવ્યા પ્રમાણ ેએક પદરતમિ કદ τ ઘ્યાનમા ંલો અને કદને જુદાજુદા 
કદખડં 𝑑𝜏𝑖 મા ંતવભાગેલો કલ્પો. કદખડં 𝑑𝜏𝑖 માથંી સદદશ �⃗�નો બહાર નીકળિો ફલકસ અથવા 

દરેક કદખડંમાથંી બહાર નીકળિો ફલકસ ∇  ∙ 𝑣 𝑑𝜏𝑖 થશે.  
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આથી બઘા કદખડંોને ઘેરિી સપાટીઓ સાથે સકંળાયેલા ફલકસનો સરવાળો  

∑ ∇  ∙ 𝑣 𝑑𝜏𝑖𝑖      ------------(2) 
આકૃતિ(1) મા ંદશાાવ્યા પ્રમાણે બે નજીકના કદખડં 1 અને કદખડં 2 તવચારો. બનંે કદખડંની સામાન્ય 
સપાટી પાસે કદખડં 1 માથંી બહાર નીકળિો પ્રવાહ બીજા કદખડં માટે અંદર દાખલ થિો થશે. 
આમ, સરવાળો કરિા ંએકબીજાની અસર નાબદૂ કરશે. એટલે કે પાસે પાસનેા કદખડંોની સદહયારી 
સપાટીઓ સાથે સકંળાયલેા ફલકસ એકબીજાને નાબદૂ કરિા હોવાથી સમી.(2)મા ંદશાાવેલ કદ τ ને 
ઘેરિી સપાટી સાથે સકંળાયેલ ફલકસ આપે છે.  
∑ ( ∇ ∙  �⃗� )𝑑𝜏 =  ∫ �⃗�  ∙ �̂� 𝑑𝜎 =  ∫ �⃗�  𝑑𝜎કદ τ   -----------(3) 
                      પષૃ્ઠ σ                       σ 

જો  𝑑𝜏𝑖 → 0 લઇએ િો સમી. ની ડાબી બાજુ કદ સકંલનમા ંપદરણમે છે.  
∫(∇ ∙  �⃗�)𝑑𝜏 =  ∫ �⃗�  ∙  �̂� 𝑑𝜎 =  ∫ �⃗� 𝑑𝜎   ---------(4) 
કદ τ            પષૃ્ઠ σ             પષૃ્ઠ σ  
આ પદરણામને ગૉસનુ ંપ્રમેય કહ ેછે.  
વઘ ુસખિ પરુાવા પણ આપી શકાય છે.  
આપણે લખિા,ં 

∫ ∇ ∙ Vdτ = ∭
𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑥
 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + ∭

𝜕𝑉𝑦

𝜕𝑦
  𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + ∭

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑧
 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧   --------(5) 

સમીકરણ(5)ની જમણી બાજુના પ્રથમ પદને ઘ્યાનમા ંલો X ના સદંભામા ંસકંઝલિ એટલે કે ક્રોસ 
સેકશન dy dz ની પટ્ટી સાથે  P1 થી  P2 સઘુી તવસ્ક્રિરેલી છે. જે બાઉન્દ્ન્ડિંગ સપાટી પર છે. આપણેને 
મળે છે.  
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∭

𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑥
 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =  ∬{𝑉𝑥 ( 𝑥2 , 𝑦, 𝑧) − 𝑉𝑥( 𝑥1, 𝑦, 𝑧)}𝑑𝑦𝑑𝑧    --------(6) 

જયા ં( 𝑥1, 𝑦, 𝑧) અને ( 𝑥2 , 𝑦, 𝑧) એ ઝબદંુ્ P1 અને P2 ના સકંલન ઝબદંુ્ઓ છે.  
હવે ઝબદંુ્ P1 માટે,     dy dz =- d𝜎𝑥 
અને ઝબદંુ્ P2 માટે,      dy dz =+ d𝜎𝑥 
 આ બઘા મલૂ્યોને સમી. (6) ઉમેરિા,ં  

∭
𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑥
  𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =  ∫ 𝑉𝑥 ( 𝑥2, 𝑦, 𝑧)𝑑𝜎𝑥 + ∫ 𝑉𝑥 (𝑥1, 𝑦, 𝑧)𝑑𝜎𝑥 

નોઘવા જેવુ ંછેકે પ્રથમ પષૃ્ઠ સકંલન એ જમણા હાથ ના પ્રકે્ષપનો ભાગ છે િેજ રીિે બીજો એ ડાબા 
હાથનો ભાગ છે.  
માટે સામાન્ય રીિે ,  

∭
𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑥
 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =  ∫ 𝑉𝑥 𝑑𝜎𝑥  

િેવી જે રીિે  

∭
𝜕𝑉𝑦

𝜕𝑦
 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =  ∫ 𝑉𝑦 𝑑𝜎𝑦  

અને ∭ 𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑧
 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =  ∫ 𝑉𝑧 𝑑𝜎𝑧 

 આ ત્રણેય ભાગને સાથે લેિા,ં  
∫ ∇ ∙ 𝑉 𝑑𝜏 = ∫ 𝑉𝑥 𝑑𝜎𝑥 + ∫ 𝑉𝑦  𝑑𝜎𝑦 + ∫ 𝑉𝑧 𝑑𝜎𝑧   ----------(7) 
અથવા    ∫ ∇ ∙ 𝑉 𝑑𝜏 =  ∫ 𝑉 𝑑𝜎   -----------(7) 
જે આ પ્રમેયને સાઝબિ કરે છે.  
ગ્રીનનો પ્રરે્ય (Green’s Theorem) :  
ગૉસના પ્રમેયને બે જુદા જુદા સ્ક્રવરૂપોમા ંમકુી શકાય. ચાલો 𝑉 = 𝑢 ∇ 𝑣 લઇએ. જયા ં𝑢 અને 𝑣 
સિિ તવકઝલિ કરેલા સિિ અદદશ તવઘેયો છે.  
પછી,    ∇  ∙ (𝑢 ∇ 𝑣) =  ∇𝑢 ∙ ∇𝑣 + 𝑢∇2𝑣  ----------(1) 
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િેવી જ રીિે  𝑢 અને 𝑣  ના સ્ક્રથાન અદલાબદલી કરિા,ં  
∇ ∙ (𝑣 ∇ 𝑢 ) =  ∇𝑣 ∙  ∇𝑢 + 𝑣∇2𝑢     ---------(2) 
હવે સમી.(1) કદ સાથે સકંલન કરિા,ં 
∫ ∇ ∙ (𝑢 ∇ 𝑣)𝑑𝜏 =  ∫ (∇𝑢 ∙ ∇𝑣 + 𝑢∇2𝑣) 𝑑𝜏          
ડાબી બાજુન ુપદ એ ગૉસના પ્રમેયનુ ંપષૃ્ઠ સકંલન દશાાવે છે. 
આપણે મેળવીએ,  

∫(𝑢 ∇ 𝑣)𝑑𝜎 = ∫ (∇𝑢 ∙ ∇𝑣 + 𝑢∇2𝑣) 𝑑𝜏      --------(3) 
આજ રીિે ફરીથી સમી.(2)ની સાથે પ્રદક્રયા કરિા,ં  

∫(𝑣 ∇ 𝑢 )𝑑𝜎 =  ∫ (∇𝑣 ∙  ∇𝑢 + 𝑣∇2𝑢) 𝑑𝜏        --------(4) 
સમી.(3) અને સમી.(4)  જે ગ્રીન પ્રથમ પ્રમેય કહ ેછે.  
સમી.(2)અને સમી.(1) ની બાદબાકી કરિા,ં  
∇ ∙ ( 𝑢 ∇ 𝑣 − 𝑣 ∇ 𝑢 ) =  𝑢 ∇2 𝑣 − 𝑣 ∇2 𝑢  
આ સમી.ને કદ સાથે સકંલન કરિા અને િે ડાબા હાથનો ભાગ ગૉસના પ્રમેયનુ ંછે. 
∫( 𝑢 ∇ 𝑣 − 𝑣 ∇ 𝑢 )𝑑𝜎 =  ∫(𝑢 ∇2 𝑣 − 𝑣 ∇2 𝑢)𝑑𝜏     --------(5) 
સમી.(5)  એ ગ્રીનનો  બીજો પ્રમેય કહ ેછે. 
સ્ટોકનો પ્રરે્ય (Stoke’s Theorem) : 
સ્ક્રટોકનો પ્રમેય એ પષૃ્ઠ સકંલન અને રેખા સકંલન વચ્ચેનો સબંઘં દશાાવે છે.  
શવઘાન : “ કોઇ સદિશ કે્ષત્ર �⃗⃗⃗� ના કલમ(curl) નુ ંકોઇ પષૃ્ઠ (σ) પરનુ ંપષૃ્ઠ સકંલન તે સદિશના તે 
પષૃ્ઠની સીર્ા પર લીઘેલા રેખા સકંલન જેટલુ ંહોય છે.”  

એટલે કે  ∫(∇ × �⃗⃗�)𝑑𝜎 =  ∮ �⃗⃗� ∙ 𝑑𝑙        -----------(1) 
જયા ં𝑑𝑙 એ જમણા હાથના સ્ક્રૂના પદરભ્રમણના અથામા ંલેવામા ંઆવેલા પદરઘનુ ંસદદશ િત્વ છે. 
જેની ટોચની સપાટી પર હકારાત્મક સામાન્ય દદશામા ંઆગળ વઘે છે.  
આમ, જો સકંઝલિ સદદશ V ના કલાના રૂપમા ંહોય િો, સપાટીની સપાટી સપંણૂા સપાટીના પદરઘ 
પરના ઝબદંુ્ઓ પર સદદશ V ના મલૂ્યો પર આઘાદરિ છે, અંદરના ઝબિંદંુ્ઓ પર નહીં. આમ, સમાન 
પદરઘ ઘરાવિા બઘા પષૃ્ઠઓ એક સમાન મલૂ્ય આપશે.  
સાણબતી : સદદશ ક્ષેત્ર V ને ઘ્યાનમા ંલો. અને િેમા ંકોઇ પણ ખલુ્લી સપાટી દોરો. જે આપેલ બઘં 
વળાકં એ સપાટીની સીમા છે. સપાટીના આકારનો કોઇ અથા નથી.( આકૃતિ-1) સદદશ નુ ંરેખા સકંલન  
દશાાવવામા ંઆવેલી તવર્ષમઘડીના અથામ ંજોવા મળે છે ત્યારે બઘં પાથની આસપાસ સદદશ V ન ે 
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દશાાવવામા ંઆવે છે. તવસ્ક્રિાર ∮ �⃗⃗� ∙ 𝑑𝑙 નુ ંનાનુ ંભાગ (આકૃતિ-1) ઘ્યાનમા ંલો. સદદશકે્ષત્ર 𝑑𝜎 ન ે
જમણા હાથના સ્ક્રક્રર તનયમ િારા આપવામા ંઆવે છે. સમી.(1)ની ડાબી બાજુના ભાગનુ ંમલૂ્યાકંન કરવા 
માગીએ છીએ.સમી(1)નુ ંતવસ્ક્રિરણ અને પનુઃ જૂથ કરિા,ં 
 

 
                                                આકૃતિ-1 

∫(∇ × 𝑉)𝑑𝜎 = ∫ (
𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑧
  𝑑𝜎𝑦 −  

𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑦
  𝑑𝜎𝑧 ) +  ∫ (

𝜕𝑉𝑦

𝜕𝑥
 𝑑𝜎𝑧 −  

𝜕𝑉𝑦

𝜕𝑧
 𝑑𝜎𝑥) +

 ∫ (
𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑦
 𝑑𝜎𝑥 −  

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑥
 𝑑𝜎𝑦)    -----(2) 

સમી. (2) નુ ંજમણી બાજુન ુતવસ્ક્રિરણ કરિા,ં ઉગમઝબદંુ્ને એવી રીિે દદશા આપીએ કે જે સપાટી σ 
ને કેટલાક સમિલ x = c ને AB વળાકં છેદે છે. (આકૃતિ-2) 
 

 
આકૃતિ-2 
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પદરતમિ A ઝબિંદંુ્એ બહાર નીકળશે અને B ઝબિંદંુ્ પર અંદર જાય િેવ ુદેખાશે. સામાન્ય પ્રણાલી પ્રમાણ ે
એક નાના પ્રરારંઝભક ક્ષેત્રફળ 𝑑𝜎 એ સદદશ નો અથા રજૂ કરે છે. આ નાની પટ્ટી નો તવસ્ક્રિાર x= c થી  
c+dc સઘુીના સમિલમા ંછે. (આકૃતિ-3) આ પટ્ટી પર નાના લબંચોરસ તવસ્ક્રિાર 𝑑𝜎 અને જેવા 
ભાગઓ ને ઘ્યાનમા ંલો.  
𝑑𝜎𝑦 =  −𝑑𝑥𝑑𝑧        𝑎𝑛𝑑   𝑑𝜎𝑧 = 𝑑𝑥𝑑𝑦  
 

 
                                        આકૃતિ-3 
પટ્ટી સાકંડી પહોળાઇની હોય છે અન ેિેની સપાટી પસદં કરવામા ંઆવ ેછે જે દરેક જગ્યાએ x = c  
માટે લબંરૂપે હોય છે.િેથી િે x ઘટક નથી AB ,x-નક્કી છે. આ પટ્ટી પર સકંલનની દક્રયા પછી અમે 
x ને મજૂંરી આપીશુ ંજેથી બઘં વળાકં સાથે ખેંચાયેલા સમગ્ર સપાટી તવસ્ક્રિારને બાઉન્રી િરીકે આવરી 
શકાય. સમી.(2)ની જમણી બાજુના પ્રથમ પદને ઘ્યાનમા ંલો. તવસ્ક્રિાર ઘટકો 𝑑𝜎 માટે િેનુ ંસકંલન 
ભાગ છે.  

(
𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑧
  𝑑𝜎𝑦 − 

𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑦
  𝑑𝜎𝑧 ) =  − (

𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑧
 𝑑𝑧 + 

𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑦
 𝑑𝑦) 𝑑𝑥 =  −𝑑𝑉𝑥 𝑑𝑥  

આ સકં્લનમા ંx ને સ્સ્ક્રથર (x = c)  ગણવામા ંઆવે છે. િેથી ઉપરોક્િ સકંલનન ુસમગ્ર પટ્ટી AB માટે 
𝑑𝑉𝑥 મલૂ્યાકંન કરવાન ુછે અને િેથી સમી(2) ની જમણી બાજુનુ ંપ્રથમ પદ નાચે પ્રમાણે બને છે.  
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∫ (
𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑧
 𝑑𝜎𝑦 − 

𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑦
 𝑑𝜎𝑧 )

= − ∫ [∫ 𝑑𝑉𝑥

𝐵

𝐴

] 𝑑𝑥 = − ∫[𝑉𝑥(𝑥, 𝑦𝐵,𝑧𝐵) − 𝑉𝑥(𝑥, 𝑦𝐴, 𝑧𝐴)]𝑑𝑥 
જયા ં (𝑥, 𝑦𝐵,𝑧𝐵)   અને (𝑥, 𝑦𝐴, 𝑧𝐴) એ ઝબિંદંુ્ B થી A ના સકંલનના ભાગ છે. આ સકંલન પટ્ટીનુ ંકે્ષત્ર 
ઝબદંુ્ A થી B સઘુી છે. આપણે  અક્ષ x ને દફક્સ કરેલ છે અને ફક્િ y અને z અક્ષો સાથે તવસ્ક્રિારના 
ઘટકો ન ુસકંલન લઇએ છીએ. ઝબદંુ્ A પર પદરઘની પટ્ટીની લબંાઇ dx= dlx છે અને િે B, dx=-dlx   
પર છે. િેથી આપણે લખી શકીયે કે  

∫ (
𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑧
 𝑑𝜎𝑦 − 

𝜕𝑉𝑥

𝜕
 𝑑𝜎𝑧 ) =  ∫ 𝑉𝑥(𝑥, 𝑦𝐵 , 𝑧𝐵)𝑑𝑙𝑥 + 𝑉𝑥(𝑥, 𝑦𝐴  , 𝑧𝐴)𝑑𝑙𝑥 =  ∮ 𝑉𝑥 𝑑𝑙𝑥  ----

-----(3) 
હવે છેલ્લુ ંપગલુ ંએવુ ંતવચારાય કે પદરઘ માટે x મા ંફેરફારને સમગ્ર સપાટીને ઢંકાય જાય.  
આજ રીિે સમી.(2) ની જમણી બાજુના બીજા અને ત્રીજા પદ માટે  ∮ 𝑉𝑦 𝑑𝑙𝑦  અન ે∮ 𝑉𝑧 𝑑𝑙𝑧લખી 
શકાય. આ બઘા પદોનો સરવાળો કરિા,ં  
∫(∇ × 𝑉) ∙ 𝑑𝜎 =  ∮[𝑉𝑥 𝑑𝑙𝑥 +  𝑉𝑦 𝑑𝑙𝑦 + 𝑉𝑧 𝑑𝑙𝑧]  
અને   ∫(∇ × 𝑉) ∙ 𝑑𝜎 =  ∮ 𝑉 ∙ 𝑑𝑙     ------------(4) 
આને  સ્ક્રટૉકનો પ્રમેય કહ ેછે.  
ગૉસના પ્રમેયની વાિ કરીએ િો િેમા ંપષૃ્ઠ સકંલન અને રેખા સકંલન નો સબંઘં મેળવીએ છીએ. 
આ રીિે કહી શકાય કે  
∫ 𝑑𝜎 × ∇∅ =  ∮ ∅ 𝑑𝑙    ---------(5) 
અને   ∫(𝑑𝜎 × ∇) × 𝑝 =  ∮ 𝑑𝑙 × 𝑝    ---------(6) 
જયા ં V =c× 𝑝  જેમા ંc એ સિિ સદદશ છે.    
સદિશના કલમનુ ંભૌશર્શતક ર્હત્વ ( Physical Significance of The Curl of Vector) :  
સ્ક્રટૉકના પ્રમેયનો ઉપયોગ કરીને સદદશના કલાને નીચે પ્રમાણે સમજાવી શકાય. ક્ષેત્ર 𝑑𝜎 = �̂�𝑑𝜎  ને 
ઘ્યાનમા ંલો.આ કે્ષત્ર  𝑑𝜎  નો ઉપયોગ કરી સ્ક્રટૉકના પ્રમેયમા ંસદદશ V માટે રેખા સકંલન લેિા,ં  
∮ 𝑉 ∙ 𝑑𝑙 = (∇ × 𝑉) ∙ 𝑑𝜎  
અથવા    ∮ 𝑉 ∙ 𝑑𝑙 = (∇ × 𝑉) ∙ �̂�𝑑𝜎 
િેથી યતુનટ સદદશ �̂� ની દદશા સાથે સદદશ V ના કલાનો ઘટક છે. 

(∇ × 𝑉) ∙ �̂� = lim
𝑑𝜎→0

1

𝑑𝜎
  ∮ 𝑉 ∙ 𝑑𝑙 
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સમિલ બઘં સપાટીની આસપાસ રેખા સકંલન ∮ 𝑉 ∙ 𝑑𝑙 ને પણ સપાટીના તવસ્ક્રિાર િારા સદદશ V 
ના સરક્યલેુશન િરીકે ઓળખવામા ંઆવે છે. હવે સદદશ ક્ષેત્ર V=ρv પર ઘ્યાન આપો. જયા ં ρ 
પ્રવાહીની ઘનિા અને v  િેનો વેગ છે. ક્ષેત્ર 𝑑𝜎 ના xy -સમિલ ને ઘ્યાનમા ંલો. િેની ઘરી સમાિંર 
z-અક્ષ સાથે પેડલ વ્હીલની કલ્પના કરો. આ પેડલ વ્હીલ ફરશે ત્યારે સદદશ V દરેક ઝબદંુ્ આગળ 
અચળ નહી હોય.જો સદદશ અચળ હોય િો દદશા અને મલૂ્ય ગમે ત્યા ંહશે અને પેડલ વ્હીલ ફરત ુ ં
નહી હોય.બીજા શબ્દોમા ંકે સકંલન અને સદદશ V ન ુસરક્યલેુશન 𝑑𝜎 એ શનૂ્ય બનશે.  

 
આમ, સરક્યલેુશન જે કે્ષત્ર 𝑑𝜎 → 0 િરીકે કલાનો ઘટક પણ છે.િે સદદશ કે્ષત્રની પ્રકૃતિ પર આઘારીિ 
છે.અને સદદશ ક્ષેત્રના સદંભામા ંઆ તવસ્ક્રિારની દદશાને અઝભગમ આપે છે. પ્રવાહીના વહણેના ભાગનુ ં
ઝચત્ર, જયારે સદદશ સાથે સાથે અથવા x  થી  y  દદશા હોય ત્યારે સરક્યલેુશનનુ ંમહત્વ હોય છે. 
જયારે  𝑑𝜎 =k 𝑑𝜎 થાય છે અને શનૂ્ય હોય છે.      
 
Examples ( િાખલાઓ):  

1. જો �⃗⃗⃗� = (𝟐, −𝟑, 𝟑), �⃗⃗⃗� = (𝟏, 𝟐, −𝟏) અને �⃗⃗⃗�=(-4,2,1) હોય તો �⃗⃗⃗�  ∙  (�⃗⃗⃗�  ×  �⃗⃗⃗�) શોઘો.  

𝐴  ∙  (�⃗⃗�  ×  𝐶) =  |

𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑧

𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧

𝐶𝑥 𝐶𝑦 𝐶𝑧

|  =  |
2 −3 3
1 2 −1

−4 2 1
|  

                 =2(2+2) +3(1-4) +3(2+8) 

                    =8-9+30=29 
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2. જો �⃗⃗⃗� = (𝟐, −𝟑, 𝟏), �⃗⃗⃗� = (𝟑, −𝟐, 𝟑 ) અને  �⃗⃗⃗�=(4, -4,3) હોય તો  �⃗⃗⃗�  ∙  (�⃗⃗⃗�  ×  �⃗⃗⃗�) 

શોઘો.  

𝐴  ∙  (�⃗⃗�  ×  𝐶) =  |

𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑧

𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧

𝐶𝑥 𝐶𝑦 𝐶𝑧

|  =  |
2 −3 1
3 −2 3
4 −4 3

|  

          =2(-6+12) +3(9-12) +1(-12+8) =12-9-4=-1 

 3.સાણબત કરો કે  �⃗⃗⃗�  ×  (�⃗⃗⃗�  × �⃗⃗⃗�) + �⃗⃗⃗�  ×  (�⃗⃗⃗�  ×  �⃗⃗⃗� ) =  �⃗⃗⃗�  ×  (�⃗⃗⃗�  ×  �⃗⃗⃗� ) = 𝟎 

      𝐴  × (�⃗⃗�  × 𝐶) મા ં�⃗⃗� અને 𝐶 કૌંસમા ંછે. િેથી �⃗⃗� અને 𝐶 નુ ંરેખીય સયંોજન લો.  

𝐴  × (�⃗⃗�  × 𝐶) = 𝑎�⃗⃗� + 𝑏𝐶  
   �⃗⃗� અને 𝐶 ના સહગણુક બાકીના બે સદદશોના ડૉટ ગણુાકાર છે.  

 𝑎 = 𝐴 ∙ 𝐶  અને 𝑏 = 𝐴 ∙ �⃗⃗� 

િેથી આ બનંેનો સરવાળો કરિા,ં  

𝐴  × (�⃗⃗�  × 𝐶) = �⃗⃗�(𝐴 ∙ 𝐶) + 𝐶(𝐴 ∙ �⃗⃗�)  
 �⃗⃗� વચ્ચે  હોવાથી િે ઘન રહ ેછે. 

∴  𝐴 × (�⃗⃗�  × 𝐶 ) =  �⃗⃗� (𝐴 ∙ 𝐶) − 𝐶(𝐴 ∙ �⃗⃗�)     ---------(1)  

િે જ પ્રમાણે    �⃗⃗�  × (𝐶  × 𝐴) = 𝐶(𝐴 ∙ �⃗⃗�) − 𝐴(�⃗⃗� ∙ 𝐶)   -----(2) 

અને   𝐶 × (𝐴 × �⃗⃗�) = 𝐴(�⃗⃗� ∙ 𝐶) − �⃗⃗�(𝐴 ∙ 𝐶)    --------(3) 

આ ત્રણે સમી. નો સરવાળો કરિા,ં  

�⃗⃗�(𝐴 ∙ 𝐶) − 𝐶(𝐴 ∙ �⃗⃗�) + 𝐶(𝐴 ∙ �⃗⃗�) − 𝐴(�⃗⃗� ∙ 𝐶) + 𝐴(�⃗⃗� ∙ 𝐶) − �⃗⃗�(𝐴 ∙ 𝐶) = 0 
િેથી સાઝબિ થાય છે.  
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4.સાણબત કરોકે (�⃗⃗⃗� × �⃗⃗⃗�) × �⃗⃗⃗� + (�⃗⃗⃗� × �⃗⃗⃗�) × �⃗⃗⃗� + (�⃗⃗⃗� × �⃗⃗⃗�) × �⃗⃗⃗� = 𝟎 

ઉપરના દાખલા નબંર 3 પ્રમાણેનો તનયમ વાપરિા,ં 

(𝐴 × �⃗⃗�) × 𝐶 = �⃗⃗�(𝐴 ∙ 𝐶) − 𝐴(�⃗⃗� ∙ 𝐶)  
(�⃗⃗� × 𝐶) × 𝐴 = 𝐶(𝐴 ∙ �⃗⃗�) − �⃗⃗�(𝐴 ∙ 𝐶)  
(𝐶 × 𝐴) × �⃗⃗� = 𝐴(�⃗⃗� ∙ 𝐶) − 𝐶(𝐴 ∙ �⃗⃗�)  
આ ત્રણેનો સરવાળો કરિા ં 

�⃗⃗�(𝐴 ∙ 𝐶) − 𝐴(�⃗⃗� ∙ 𝐶) + 𝐶(𝐴 ∙ �⃗⃗�) − �⃗⃗�(𝐴 ∙ 𝐶) + 𝐴(�⃗⃗� ∙ 𝐶) − 𝐶(𝐴 ∙ �⃗⃗�) = 0  
જે સાઝબિ થાય છે.  

5. ચાર સદિશોનો અદિશ ગિુાકાર સર્જાવો. અથવા સાણબત કરો કે 

 (�⃗⃗⃗� × �⃗⃗⃗�) ∙ (�⃗⃗⃗� × �⃗⃗⃗�) = |�⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗⃗�

�⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗⃗�
| 

ત્રણ સદદશોનો અદદશો ગણુાકારનો ચદક્રય ગણુઘમા વાપરિા ં 

𝐴 ∙ (�⃗⃗� × 𝐶) = 𝐶 ∙ (𝐴 × �⃗⃗�) = �⃗⃗� ∙ (𝐶 × 𝐴)   થાય. 

[ નોંઘ : 𝐴 ∙ (�⃗⃗� × 𝐶) = (𝐴 ∙ �⃗⃗�) × 𝐶  ના લખી શકાય કારણ કે અદદશ રાતશનો સદદશ રાતશ 

સાથેનો ક્રોસ ગણુાકાર કરી શકાય નહીં] 

ડા.બા.  (𝐴 × �⃗⃗�) ∙ (𝐶 × �⃗⃗⃗�) = �⃗⃗� ∙ (𝐶 × �⃗⃗⃗�)       ( ∵ 𝐴 × �⃗⃗� = �⃗⃗�  ઘારો) 

  = (�⃗⃗� × 𝐶) ∙ �⃗⃗⃗� ( ડૉટ અને ક્રોસના સ્ક્રથાનની અદલાબદલી કરી છે.) 

  = �⃗⃗⃗� ∙ (�⃗⃗� × 𝐶) ( ડૉટ ગણુાકાર ક્ર્મનો તનયમ અનસુરે છે.)  

= �⃗⃗⃗� ∙ [(𝐴 × �⃗⃗�) × 𝐶]  
= �⃗⃗⃗� ∙ [�⃗⃗�(𝐴 ∙ 𝐶) − 𝐴(�⃗⃗� ∙ 𝐶)]  
= (�⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)(𝐴 ∙ 𝐶) − (�⃗⃗⃗� ∙ 𝐴)(�⃗⃗� ∙ 𝐶)  
= (�⃗⃗� ∙ �⃗⃗⃗�)(𝐴 ∙ 𝐶) − (𝐴 ∙ �⃗⃗⃗�)(�⃗⃗� ∙ 𝐶)  
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= |𝐴 ∙ 𝐶 𝐴 ∙ �⃗⃗⃗�

�⃗⃗� ∙ 𝐶 �⃗⃗� ∙ �⃗⃗⃗�
|  

[નોંઘ: આ દાખલામા ં 𝐶 × �⃗⃗⃗� = �⃗⃗� મકૂીને  પણ ગણી શકાય]. 

6. ચાર સદિશોનો સદિશ ગિુાકાર સર્જાવો. અથવા સાણબત કરો કે  

(�⃗⃗⃗� × �⃗⃗⃗�) × (�⃗⃗⃗� × �⃗⃗⃗�) = {(�⃗⃗⃗� × �⃗⃗⃗�) ∙ �⃗⃗⃗�} ∙ �⃗⃗⃗� − {(�⃗⃗⃗� × �⃗⃗⃗�) ∙ �⃗⃗⃗�} ∙ �⃗⃗⃗�  
પ્રથમ રીિ : ઘારો કે  𝐴 × �⃗⃗� = �⃗⃗�  િેથી આપેલ દાખલામા ંડા.બા.  

�⃗⃗� × (𝐶 × �⃗⃗⃗�) = 𝐶(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗⃗�) − �⃗⃗⃗�(�⃗⃗� ∙ 𝐶)  
= 𝐶{(𝐴 × �⃗⃗�) ∙ �⃗⃗⃗�} − �⃗⃗⃗�{(𝐴 × �⃗⃗�) ∙ 𝐶}  
= {(𝐴 × �⃗⃗�) ∙ �⃗⃗⃗�}𝐶 − {(𝐴 × �⃗⃗�) ∙ 𝐶}�⃗⃗⃗�  
જે સાઝબિ થાય છે.  

બીજી રીિ : હવે ઘારો કે  𝐶 × �⃗⃗⃗� = �⃗⃗�  લઇએ િો ડા.બા.  

(𝐴 × �⃗⃗�) × (𝐶 × �⃗⃗⃗�) = (𝐴 × �⃗⃗�) × �⃗⃗�  
= �⃗⃗�(𝐴 ∙ �⃗⃗�) − 𝐴(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)  
= �⃗⃗�{𝐴 ∙ (𝐶 × �⃗⃗⃗�)} − 𝐴{�⃗⃗� ∙ (𝐶 × �⃗⃗⃗�)}  
= {(𝐶 × �⃗⃗⃗�) ∙ 𝐴}�⃗⃗� − {(𝐶 × �⃗⃗⃗�) ∙ �⃗⃗�}𝐴  
( બનંે રીિે પછૂી શકાય. જે રીિે જવાબ માગં્યો હોય િેમ કરી શકાય ) 

7. િશામવો કે આપેલા સદિશ અને તેના વ્યતુ્ક્રર્ સદિશનો અદિશ ગિુાકાર એક હોય છે.  

ઘારો કે ત્રણ સદદશ 𝐴 , �⃗⃗� , 𝐶  છે. િેને અનરુૂપ િેના વ્યતુ્ક્ર્મ સદદશો 𝐴′⃗⃗⃗⃗  , 𝐵′⃗⃗⃗⃗  , 𝐶′⃗⃗⃗⃗  છે.  

આ બનંે વચ્ચેના સબંઘંો નીચે પ્રમાણે છે.  

𝐴′⃗⃗⃗⃗ =  
�⃗⃗�×𝐶

𝐴∙(�⃗⃗�×𝐶)
  ,      𝐵′⃗⃗⃗⃗ =  

𝐶×�⃗�

�⃗�∙(�⃗⃗�×𝐶)
  ,      𝐶′⃗⃗⃗⃗ =  

�⃗�×�⃗⃗�

�⃗�∙(�⃗⃗�×𝐶)
   

         ( આ સબંઘં યાદ રાખવા જરૂરી છે) 
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𝐴 ∙ 𝐴′⃗⃗⃗⃗ =
�⃗�∙�⃗⃗�×𝐶

�⃗�∙(�⃗⃗�×𝐶)
        ( છેદમા ં 𝐴 ∙ (�⃗⃗� × 𝐶) =(𝐴 × �⃗⃗�) ∙ 𝐶  પણ લઇ શકાય) 

∴   𝐴  ∙ 𝐴′⃗⃗⃗⃗ = 1 

િેજ પ્રમાણ ે      �⃗⃗� ∙ 𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ =
�⃗⃗�∙(𝐶×�⃗�)

�⃗�∙(�⃗⃗�×𝐶)
 

પરંત ુ     𝐴 ∙ (�⃗⃗� × 𝐶) = �⃗⃗� ∙ (𝐶 × 𝐴) 

�⃗⃗� ∙ 𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ =
�⃗�∙(�⃗⃗�×𝐶)

�⃗�∙(�⃗⃗�×𝐶)
    =1 

અને છેલ્લે         𝐶 ∙ 𝐶′⃗⃗⃗⃗ =
𝐶∙(�⃗�×�⃗⃗�)

�⃗�∙(�⃗⃗�×𝐶)
 

પરંત ુઅહીં પણ       𝐴 ∙ (�⃗⃗� × 𝐶) = 𝐶 ∙ (𝐴 × �⃗⃗�) 

𝐶 ∙ 𝐶′⃗⃗⃗⃗ =
�⃗�∙(�⃗⃗�×𝐶)

�⃗�∙(�⃗⃗�×𝐶)
 =1 

આમ, કોઇપણ સદદશ અને િેના વ્યતુ્ક્રમ સદદશોનો અદદશ ગણુાકાર  એક થાય છે.  

8. જો  �⃗⃗⃗� = (−𝟏, 𝟏, 𝟏), �⃗⃗⃗� = (𝟏, −𝟏, 𝟏) અને �⃗⃗�=(1,1,-1)  હોય તો  તેર્ના વ્યસ્ત સદિશો 

શોઘો.  

સદદશો �⃗�, �⃗⃗�, 𝑐 ના વ્યસ્ક્રિ સદદશોને 𝐴, �⃗⃗�, 𝐶 વડે દશાાવિા,ં  

𝐴 =
�⃗⃗�×𝑐

�⃗⃗�∙(�⃗⃗�×𝑐)
     , �⃗⃗� =

𝑐×�⃗⃗�

�⃗⃗�∙(�⃗⃗�×𝑐)
   અને 𝐶 =

�⃗⃗�×�⃗⃗�

�⃗⃗�∙(�⃗⃗�×𝑐)
 

�⃗� ∙ (�⃗⃗� × 𝑐) = |
−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

| =-1(1-1)-1(-1-1)+1(1+1)=2+2=4 

હવે �⃗⃗� × 𝑐 = (𝑖 − 𝑗 + 𝑘) × (𝑖 + 𝑗 − 𝑘) = 𝑘 + 𝑗 + 𝑘 + 𝑖 + 𝑗 − 𝑖 = 2𝑗 + 2𝑘 

∴ 𝐴 =
2𝑗 + 2𝑘

4
=

𝑗

2
+

𝑘

2
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આથી A  ના સદદશો ( 0, 1/2, 1/2) 

આજ પ્રમાણે B=(1/2, 0, 1/2)  , C=(1/2, 1/2, 0) 

9. સર્ાતંર ફલકની પાસપાસેની ત્રિ બાજુઓના સદિશો નીચે પ્રર્ાિે છે. તેનુ ંઘનફળ શોઘો. 

�⃗� = 2�̂� − 3𝑗̂ + 4�̂� ,    �⃗⃗� = �̂� + 2𝑗̂ − �̂�   અન ે   𝑐 = 3�̂� − 𝑗̂ + 3�̂� 

ઘનફળ=�⃗� ∙ (�⃗⃗� × 𝑐) 

પ્રથમ  �⃗⃗� × 𝑐=(�̂� + 2𝑗̂ − �̂�)𝑋(3�̂� − 𝑗̂ + 3�̂�) 

           = −�̂� − 2𝑗̂ − 6�̂� + 4�̂� − 3𝑗̂ − �̂� 

           = 3�̂� − 5𝑗̂ − 7�̂� 

હવે  કદ= �⃗� ∙ (�⃗⃗� × 𝑐)=(2�̂� − 3𝑗̂ + 4�̂�). ( 3�̂� − 5𝑗̂ − 7�̂�) 

         =6+15-28 

      કદ=-7  

10. સદિશ  �⃗⃗⃗� = �̂� − 𝟐�̂� − 𝟑�̂� ,    �⃗⃗⃗� = 𝟐�̂� + �̂� − �̂�   તથા �⃗⃗⃗� = �̂� − 𝟑�̂� − 𝟐�̂� 

  હોય તો  (�⃗⃗⃗� × �⃗⃗⃗�) ∙ �⃗⃗⃗�  શોઘો.( પ્રકટીસ માટે)  

( ઉપરના દાખલા-9 પ્રમાણે 𝐴 × �⃗⃗�   શોઘો અને જે સદદશ આવે િેનો 𝐶 સાથે અદદશ ગણુાકાર 

કરવો) 

11. સર્ાતંર ઘનનુ ંએક શશરોણબદંુ યાર્ પઘ્ઘશતના ઉગર્ણબદંુ પર છે. ત્રિ પાસપાસેના ણબિંદુઓ      

(10,-5,3),(3,-4,7) અને (-5,-6,3) ણબિંદુઓ છે. તો તેનુ ંક્િ ગિો.  

કદ = 𝐴 ∙ (�⃗⃗� × 𝐶) = |

𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑧

𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧

𝐶𝑥 𝐶𝑦 𝐶𝑧

| 
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= |
10 −5 3
3 −4 7

−5 −6 3
| 

=10(-12+42)+5(9+35)+3(-18-20) 

=300+220-114=406 

12.જો  �⃗⃗⃗� = 𝟐�̂� − 𝟔�̂� − 𝟑�̂�  અને  �⃗⃗⃗� = 𝟒�̂� + 𝟑�̂� − �̂�   હોય તો �⃗⃗⃗� અને �⃗⃗⃗� ર્ાથંી પસાર થતા ં

સર્તલને લબં એવા એકર્ સદિશનુ ંમલૂ્ય શોઘો.  

ઘારો કે 𝐴 × �⃗⃗� = 𝐶  છે. જયા ં𝐶  સદદશ 𝐴 અને �⃗⃗� માથંી પસાર થિા ંસમિલને લબં છે.  

હવે 𝐶 = 𝐶𝑛
⃗⃗⃗⃗⃗  જયા ં�⃗⃗�  એકમ સદદશ છે.  

∴  �⃗⃗� =
𝐶

𝐶
=

�⃗�×�⃗⃗�

𝐶
  

𝐴 × �⃗⃗� = 𝐶 = (2�̂� − 6�̂� − 3�̂�)𝑋(4�̂� + 3�̂� − �̂�)  
         = 6�̂� + 2𝑗̂ + 24�̂� + 6𝑖̂ − 12𝑗̂ + 9𝑖 ̂

𝐶 = 15𝑖̂ − 10𝑗̂ + 30�̂�  
=C∙ �⃗⃗� 

C=√152 + 102 + 302 =35 

∴ એકમ સદદશ �⃗⃗� =
𝐶

𝐶
=

15�̂�−10�̂�+30�̂�

35
 

�⃗⃗� =
3

7
𝑖̂ −

2

7
𝑗̂ +

6

7
�̂�  

13.જો  �⃗⃗⃗� = 𝟐�̂� + 𝟐�̂� − �̂� અને �⃗⃗⃗� = 𝟔�̂� − 𝟑�̂� + 𝟐�̂�  હોય તો  �⃗⃗⃗� અને �⃗⃗⃗� વચ્ચેનો કોિ શોઘો.  

 𝐴 ∙ �⃗⃗� = 𝐴𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜃 
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𝐴 = √𝐴𝑥
2 + 𝐴𝑦

2 + 𝐴𝑧
2  

     A = √22 + 22 + (−1)2 =3 

     B=√62 + (−3)2 + 22 = 7 

𝐴 ∙ �⃗⃗� = 𝐴𝑥𝐵𝑥 + 𝐴𝑦𝐵𝑦 + 𝐴𝑧𝐵𝑧  
     =(2)(16)+(2)(-3)+(-1)(2)=4 

𝐴 ∙ �⃗⃗� = 𝐴𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜃  
4=(3)(7) 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

𝑐𝑜𝑠 𝜃 =4/28=0.1905 

𝜃 =79 

14. ∅ = 𝒙𝒚𝟐𝒛𝟑 વડે અપાતા એક અદિશ કે્ષત્ર ર્ાટે (1,2,-2) ણબિંદંુએ ગે્રડીયન્ટનુ ંમલૂ્ય અને દિશા 

શોઘો. 

∅ = 𝑥𝑦2𝑧3  
∇∅ =

𝜕∅

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕∅

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕∅

𝜕𝑧
�̂�  

   𝜕∅

𝜕𝑥
= 𝑦2𝑧3  , 𝜕∅

𝜕𝑦
= 2𝑥𝑦𝑧3  , 𝜕∅

𝜕𝑧
= 3𝑥𝑦2𝑧2 

∴   ∇∅ =  𝑦2𝑧3𝑖̂ + 2𝑥𝑦𝑧3𝑗̂ + 3𝑥𝑦2𝑧2�̂�  
x=1, y=2,  z=-2 

∇∅ = (2)2(−2)3�̂� + 2(1)(2)(−2)3𝑗̂ + 3(1)(2)2(−2)2�̂�  
∇∅ = −32�̂� − 32𝑗̂ + 48�̂�  
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|∇∅| = √(−32)2 + (−32)2 + (48)2  
= 16√(−2)2 + (−2)2 + (3)2  
|∇∅| = 16√4 + 4 + 9 =16√17 

 આમ, આપેલ અદદશ કે્ષત્ર માટે ઝબદંુ્ (1,2,-2) પાસે ફેરફારના દરનુ ંમહિમ મલૂ્ય 16√17  છે.અન ે

િે  1

16√17 
(−32, −32,48) એકમ સદદશની દદશામા ંછે.  

15. �⃗⃗⃗� = ( 𝒙 + 𝟐𝒚)�̂� + (𝟐𝒚 − 𝒛)�̂� + (𝒙 + 𝟐𝒛)�̂�  હોય તો div �⃗⃗⃗�  શોઘો.  

   Fx = x +2y         𝜕𝐹𝑥 

𝜕𝑥
=1 

   Fy = 2y -z       
𝜕𝐹𝑦 

𝜕𝑦
=2 

   Fz =x +2z   𝜕𝐹𝑧 

𝜕𝑧
= 2 

પરત ુdiv �⃗� =
𝜕𝐹𝑥 

𝜕𝑥
+

𝜕𝐹𝑦 

𝜕𝑦
+ 𝜕𝐹𝑧 

𝜕𝑧
= 1+2+2=5 

16. �⃗⃗⃗� = (𝒙 + 𝒚)�̂� + (𝒚 − 𝒙)�̂� − 𝟐𝒛�̂� ર્ાટે કલમ તથા ડાયવર્જન્સ શોઘો.   

Ax=x+y ,   Ay=y-x   ,Az =-2z 

𝑐𝑢𝑟𝑙 𝐴 = (
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑧
 ) 𝑖̂ + (

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑥
 ) 𝑗̂ + (

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑦
 ) �̂�  

     𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑦
= 1  , 𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑧
= 0 , 𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑥
= −1 , 𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑧
= 0 ,   𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑥
= 0 , 𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑦
= 0 

આ દકિંમિો ઉપરના  સમી.મા ંમકૂિા ં 

𝑐𝑢𝑟𝑙 𝐴 = (0 − 0)𝑖̂ + (0 − 0)𝑗̂ + (−1 − 1)�̂�  
𝑐𝑢𝑟𝑙 𝐴 = −2�̂�  
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   હવ ે𝑑𝑖𝑣 𝐴 =
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑧
 

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑥
= 1  ,  𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑦
= 1,   𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑧
= −2  

𝑑𝑖𝑣 𝐴 = 1 + 1 − 2 = 0  
17. �⃗⃗⃗� = 𝟓𝒚�̂� + 𝟔𝒙�̂� + 𝟐𝒛�̂�   વડે અપાતા સદિશ કે્ષત્રનુ ંકલમ શોઘો.  

  સદદશ 𝐴 = 𝐴𝑥  𝑖̂ + 𝐴𝑦 𝑗̂ + 𝐴𝑧 �̂� સાથે સરખાવિા ં 

𝐴𝑥 = 5𝑦    , 𝐴𝑦 = 6𝑥  ,  𝐴𝑧 = 2𝑧  

હવ ે𝑐𝑢𝑟𝑙 𝐴 = (
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑧
 ) �̂� + (

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑥
 ) 𝑗̂ + (

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑦
 ) �̂�  

     𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑦
= 5  ,   𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑧
= 0  , 𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑥
= 6  , 𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑧
= 0 ,    𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑥
= 0 , 𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑦
= 0 

𝑐𝑢𝑟𝑙 𝐴 = (0 − 0)�̂� + (0 − 0)𝑗̂ + (6 − 5)�̂�  
𝑐𝑢𝑟𝑙 𝐴 = �̂�  
18. જો સદિશ કે્ષત્ર �⃗⃗⃗� = 𝟐𝒙𝒛𝟐�̂� − 𝒚𝒛�̂� + 𝟑𝒙𝒛𝟑�̂�  હોય તો ણબદંુ (1,1,1)  આગળ 𝒄𝒖𝒓𝒍 �⃗⃗⃗�  નુ ં

મલૂ્ય  ( �̂� + �̂�) સાણબત કરો.  

𝐴𝑥 = 2𝑥𝑧2 ,      𝐴𝑦 = 𝑦𝑧   ,   𝐴𝑧 = 3𝑥𝑧3  

𝑐𝑢𝑟𝑙 𝐴 = (
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑧
 ) 𝑖̂ + (

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑥
 ) 𝑗̂ + (

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑦
 ) �̂�  

     𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑦
= 0  ,   𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑧
= 4𝑥𝑧  , 𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑥
= 0  , 𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑧
= −𝑦 ,    𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑥
= 3𝑧3 , 𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑦
= 0 

𝑐𝑢𝑟𝑙 𝐴 = (0 + 𝑦)�̂� + (4𝑥𝑧 − 3𝑧3)𝑗̂ + (0 − 0)�̂�  
હવ ેx=y=z=1 મકૂિા ં 

=�̂� + (4 − 3)𝑗̂ = �̂� + 𝑗̂  સાઝબિ થાય. 
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19. સોનાના સ્ફદટકના સર્ઘનના સદિશો  �⃗⃗⃗� =
𝒂

𝟐
�̂� +

𝒂

𝟐
�̂�  , �⃗⃗⃗� =

𝒂

𝟐
�̂� +

𝒂

𝟐
�̂� , �⃗⃗� =

𝒂

𝟐
�̂� +

𝒂

𝟐
�̂�      

છે. તો સર્ાતંર ઘનનુ ંકિ શોઘો. 

�⃗⃗� = �⃗� ∙  (�⃗⃗� × 𝑐)  

= |

𝑎′𝑥 𝑎′𝑦 𝑎′𝑧

𝑏′𝑥 𝑏′𝑦 𝑏′𝑧

𝑐′𝑥 𝑐′𝑦 𝑐′𝑧

|  = |

𝑎/2 𝑎/2 0
0 𝑎/2 𝑎/2

𝑎/2 0 𝑎/2
|   = 𝑎3

8
 |

1 1 0
0 1 1
1 0 1

| 

=𝑎3

8
 [1(1+0)+1(0+1)+0(0+1)]= 𝑎3

4
 

20. સાણબત કરો કે �⃗⃗⃗� ∙ (�⃗⃗⃗� × �⃗⃗⃗�) = �⃗⃗⃗� ∙ (�⃗⃗⃗� × �⃗⃗⃗�) = �⃗⃗⃗� ∙ (�⃗⃗⃗� × �⃗⃗⃗�) 

𝐴 ∙ (�⃗⃗� × 𝐶) = |

𝐴1 𝐴2 𝐴3

𝐵1 𝐵2 𝐵3

𝐶1 𝐶2 𝐶3

| = − |

𝐵1 𝐵2 𝐵3

𝐴1 𝐴2 𝐴3

𝐶1 𝐶2 𝐶3

| = |

𝐵1 𝐵2 𝐵3

𝐶1 𝐶2 𝐶3

𝐴1 𝐴2 𝐴3

| = �⃗⃗� ∙ (𝐶 × 𝐴)  

𝐴 ∙ (�⃗⃗� × 𝐶) = |

𝐴1 𝐴2 𝐴3

𝐵1 𝐵2 𝐵3

𝐶1 𝐶2 𝐶3

| = − |

𝐶1 𝐶2 𝐶3

𝐵1 𝐵2 𝐵3

𝐴1 𝐴2 𝐴3

| = |

𝐶1 𝐶2 𝐶3

𝐴1 𝐴2 𝐴3

𝐵1 𝐵2 𝐵3

| = 𝐶 ∙ (𝐴 × �⃗⃗�) 

21. જો ∅(𝒙, 𝒚, 𝒛) = 𝟑𝒙𝟐𝒚 − 𝒚𝟑𝒛𝟐  હોય તો (1,-2,-1)  ણબદંુ આગળ 𝛁∅  શોઘો.  

∇∅ = (
𝜕

𝜕𝑥
 �̂� +

𝜕

𝜕𝑦
 𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
 �̂�) (3𝑥2𝑦 − 𝑦3𝑧2)  

= �̂� 
𝜕

𝜕𝑥
(3𝑥2𝑦 − 𝑦3𝑧2) + 𝑗̂  

𝜕

𝜕𝑦
(3𝑥2𝑦 − 𝑦3𝑧2) + �̂�  

𝜕

𝜕𝑧
 (3𝑥2𝑦 − 𝑦3𝑧2)  

= 6𝑥𝑦�̂� + (3𝑥2 − 2𝑦2𝑧2)𝑗̂ − 2𝑦3𝑧�̂�  
=6(1)(-2) �̂� +[3(1)2-2(-2)2(-1)2] 𝑗̂-2(-2)3(-1) �̂� 

=-12 �̂� -9 𝑗̂  -16 �̂� 

22. સાણબત કરો કે (a ) 𝛁 ∙ (𝑨 + 𝑩) = 𝛁 ∙ 𝑨 + 𝛁 ∙ 𝑩 (b) 𝛁 ∙ (∅𝑨) = (𝛁∅) ∙ 𝑨 +

∅(𝛁 ∙ 𝑨) 
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(a) 𝐴 = 𝐴1�̂� + 𝐴2𝑗̂ +  𝐴3�̂�     ,     𝐵 = 𝐵1�̂� + 𝐵2𝑗̂ + 𝐵3�̂� 

∇ ∙ (𝐴 + 𝐵) =  (
𝜕

𝜕𝑥
 �̂� +

𝜕

𝜕𝑦
 𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
 �̂� ) [(𝐴1 + 𝐵1)�̂� + (𝐴2 + 𝐵2)𝑗̂ + (𝐴3 + 𝐴3)�̂�  

=
𝜕

𝜕𝑥
 (𝐴1 + 𝐵1) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝐴2 + 𝐵2) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝐴3 + 𝐵3)  

=
𝜕𝐴1

𝜕𝑥
+

𝜕𝐴2

𝜕𝑦
+

𝜕𝐴3

𝜕𝑧
+

𝜕𝐵1

𝜕𝑥
+

𝜕𝐵2

𝜕𝑦
+

𝜕𝐵3

𝜕𝑧
  

=(
𝜕

𝜕𝑥
 �̂� +

𝜕

𝜕𝑦
 𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
 �̂� ) (𝐴1�̂� + 𝐴2𝑗̂ +  𝐴3�̂�) + (

𝜕

𝜕𝑥
 �̂� +

𝜕

𝜕𝑦
 𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
 �̂� ) (𝐵1�̂� + 𝐵2𝑗̂ +

𝐵3�̂�)  

∴  ∇ ∙ (𝐴 + 𝐵) = ∇ ∙ 𝐴 + ∇ ∙ 𝐵  
(b) ∇ ∙ (∅ 𝐴) = ∇ ∙ (∅𝐴1�̂� + ∅𝐴2𝑗̂ + ∅𝐴3�̂�) 

=
𝜕

𝜕𝑥
(∅𝐴1) +

𝜕

𝜕𝑦
 (∅𝐴2) +

𝜕

𝜕𝑧
 (∅𝐴3)  

= (
𝜕∅

𝜕𝑥
 𝐴1 +

𝜕𝐴1

𝜕𝑥
 ∅) + (

𝜕∅

𝜕𝑦
 𝐴2 +

𝜕𝐴2

𝜕𝑦
 ∅) + (

𝜕∅

𝜕𝑧
 𝐴3 +

𝜕𝐴3

𝜕𝑧
 ∅) 

=
𝜕∅

𝜕𝑥
 𝐴1 +

𝜕∅

𝜕𝑦
 𝐴2 +

𝜕∅

𝜕𝑧
𝐴3 + ∅ (

𝜕𝐴1

𝜕𝑥
+

𝜕𝐴2

𝜕𝑦
+

𝜕𝐴3

𝜕𝑧
) 

= (
𝜕∅

𝜕𝑥
 �̂� +

𝜕∅

𝜕𝑦
 𝑗̂ +

𝜕∅

𝜕𝑧
 �̂�) ∙ (𝐴1�̂� + 𝐴2𝑗̂ + 𝐴3�̂�) + ∅ (

𝜕

𝜕𝑥
 �̂� +

𝜕

𝜕𝑦
 𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
 �̂�)

∙ (𝐴1�̂� + 𝐴2𝑗̂ + 𝐴3�̂�) 
∴  ∇ ∙ (∅𝐴) = (∇∅) ∙ 𝐴 + ∅(∇ ∙ 𝐴)  
23. જો  𝑨 = 𝒙𝒛𝟑�̂� − 𝟐𝒙𝟐𝒚𝒛�̂� + 𝟐𝒚𝒛𝟒�̂�  હોય તો  (1,-1,1) ણબદંુ આગળ 𝛁 × 𝑨 શોઘો.  

∇ × 𝐴 = (
𝜕

𝜕𝑥
 �̂� +

𝜕

𝜕𝑦
 𝑗̂ +

𝜕

𝜕𝑧
 �̂�) × (𝑥𝑧3�̂� − 2𝑥2𝑦𝑧𝑗̂ + 2𝑦𝑧4�̂�) 

= ||

�̂� 𝑗̂ �̂�
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑥𝑧3 −2𝑥2𝑦𝑧 2𝑦𝑧4

|| 
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= [
𝜕

𝜕𝑦
  (2𝑦𝑧 4) −

𝜕

𝜕𝑧
  (−2𝑥2𝑦𝑧) �̂�] + [

𝜕

𝜕𝑧
 (𝑥𝑧3) −

𝜕

𝜕𝑥
 (2𝑦𝑧4)𝑗̂] + [

𝜕

𝜕𝑥
 (−2𝑥2𝑦𝑧) −

𝜕

𝜕𝑦
 (𝑥𝑧3)�̂�]  

∴  ∇ × 𝐴 = (2𝑧4 + 2𝑥2𝑦)�̂� + 3𝑥𝑧2𝑗̂ − 4𝑥𝑦𝑧�̂�  
=3 𝑗̂ + 4 �̂� 

24. સાઝબિ કરો કે ∇ × (∅𝐴) = ∅(∇ × 𝐴) + (∅ ∇) × 𝐴 

∇ × (∅ 𝐴) =  ∇  ×  (∅ 𝐴1�̂� + ∅ 𝐴2𝑗̂ + ∅ 𝐴3 �̂�)  

= |

�̂� 𝑗̂ �̂�
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

∅𝐴1 ∅𝐴2 ∅𝐴3

|  

= [
𝜕

𝜕𝑦
 (∅𝐴3) −

𝜕

𝜕𝑧
 (∅𝐴2)] �̂� + [

𝜕

𝜕𝑧
 (∅𝐴1) −

𝜕

𝜕𝑥
 (∅𝐴3)] 𝑗̂ + [

𝜕

𝜕𝑥
 (∅𝐴2) −

𝜕

𝜕𝑦
 (∅𝐴1)] �̂�  

= [∅ 
𝜕𝐴3

𝜕𝑦
+

𝜕∅

𝜕𝑦
 𝐴3 − ∅ 

𝜕𝐴2

𝜕𝑧
+ 

𝜕∅

𝜕𝑧
 𝐴2 ] �̂� + [∅ 

𝜕𝐴1

𝜕𝑧
+ 

𝜕∅

𝜕𝑧
 𝐴1 − ∅ 

𝜕𝐴3

𝜕𝑥
 +  

𝜕∅

𝜕𝑥
  𝐴3] 𝑗̂ +

[∅ 
𝜕𝐴2

𝜕𝑥
+ 

𝜕∅

𝜕𝑥
 𝐴2 − ∅ 

𝜕𝐴1

𝜕𝑦
+

𝜕∅

𝜕𝑦
 𝐴1] �̂�  

= ∅ [(
𝜕𝐴3

𝜕𝑦
−

𝜕𝐴2

𝜕𝑧
) �̂� + (

𝜕𝐴1

𝜕𝑧
−

𝜕𝐴3

𝜕𝑥
 ) 𝑗̂ + (

𝜕𝐴2

𝜕𝑥
−

𝜕𝐴1

𝜕𝑦
 ) �̂� ] + ∅ [(

𝜕∅

𝜕𝑦
 𝐴3 −

𝜕∅

𝜕𝑧
 𝐴2) �̂� +

(
𝜕∅

𝜕𝑧
 𝐴1 −

𝜕∅

𝜕𝑥
 𝐴3) 𝑗̂ + (

𝜕∅

𝜕𝑥
 𝐴2 −

𝜕∅

𝜕𝑦
 𝐴1) �̂�]  

= ∅ (∇ × 𝐴 ) +  |

�̂� 𝑗̂ �̂�
𝜕∅

𝜕𝑥

𝜕∅

𝜕𝑦

𝜕∅

𝜕𝑧

𝐴1 𝐴2 𝐴3

|  

∴  ∇ × (∅𝐴) = ∅(∇ × 𝐴) + (∅ ∇) × 𝐴  
25. સાઝબિ કરો કે  ∇  ×  (∇ ∅) = 0    𝑜𝑟   𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑔𝑟𝑎𝑑 ∅ = 0 

∇ × (∇ ∅ ) = ∇ × (
𝜕∅

𝜕𝑥
 �̂� +

𝜕∅

𝜕𝑦
  𝑗̂ +  

𝜕∅

𝜕𝑧
 �̂�)  
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= |
|

�̂� �̂� �̂�
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝜕∅

𝜕𝑥

𝜕∅

𝜕𝑦

𝜕∅

𝜕𝑧

|
|  

=  [
𝜕

𝜕𝑦
  (

𝜕∅

𝜕𝑧
) −

𝜕

𝜕𝑧
 (

𝜕∅

𝜕𝑦
) ] �̂� + [

𝜕

𝜕𝑧
  (

𝜕∅

𝜕𝑥
) −

𝜕

𝜕𝑥
  (

𝜕∅

𝜕𝑧
) ] 𝑗̂ + [

𝜕

𝜕𝑥
  (

𝜕∅

𝜕𝑦
) −

𝜕

𝜕𝑦
  (

𝜕∅

𝜕𝑥
)] �̂�  

= (
𝜕2∅

𝜕𝑦𝜕𝑧
−  

𝜕2∅

𝜕𝑧𝜕𝑦
 ) �̂� + (

𝜕2∅

𝜕𝑧𝜕𝑥
 −  

𝜕2∅

𝜕𝑥𝜕𝑧
 ) 𝑗̂ + (

𝜕2∅

𝜕𝑥𝜕𝑦
 −

𝜕𝜕∅

𝜕𝑦𝜕𝑥
 ) �̂�  

∴  ∇ × (∇ ∅) = 0    𝑜𝑟   𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑔𝑟𝑎𝑑 ∅ = 0  
26. સાઝબિ કરો કે  ∇  ∙  (∇  × 𝐴 ) = 0     𝑜𝑟     𝐶𝑢𝑟𝑙 = 0 

∇  ∙  (∇  × 𝐴 ) = ∇ ||

�̂� �̂� �̂�
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝐴1 𝐴2 𝐴3

||  

= ∇ ∙  [(
𝜕𝐴3

𝜕𝑦
−

𝜕𝐴2

𝜕𝑧
) �̂� + (

𝜕𝐴1

𝜕𝑧
−

𝜕𝐴3

𝜕𝑥
 ) �̂� + (

𝜕𝐴2

𝜕𝑥
−

𝜕𝐴1

𝜕𝑦
 ) �̂�]  

=  
𝜕

𝜕𝑥
 (

𝜕𝐴3

𝜕𝑦
 −

𝜕𝐴2

𝜕𝑧
 ) +

𝜕

𝜕𝑦
 (

𝜕𝐴1

𝜕𝑧
−

𝜕𝐴3

𝜕𝑥
 ) + 

𝜕

𝜕𝑧
 (

𝜕𝐴2

𝜕𝑥
− 

𝜕𝐴1

𝜕𝑦
)  

=  
𝜕2𝐴3

𝜕𝑥𝜕𝑦
 −  

𝜕2𝐴2

𝜕𝑥𝜕𝑧
 +  

𝜕2𝐴1

𝜕𝑦𝜕𝑧
 −

𝜕2𝐴3

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 

𝜕2𝐴2

𝜕𝑧𝜕𝑥
− 

𝜕2𝐴1

𝜕𝑧𝜕𝑦
 =0 

 

 

27. સાઝબિ કરો કે  ∇ × ( ∇  × 𝐴 ) =  − ∇2 𝐴 +  ∇ (∇ ∙ 𝐴)   

∇  × ( ∇  × 𝐴 ) = ∇ ×  ||

�̂� �̂� �̂�
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝐴1 𝐴2 𝐴3

||  

= ∇ × [(
𝜕𝐴3

𝜕𝑦
−

𝜕𝐴2

𝜕𝑧
) �̂� + (

𝜕𝐴1

𝜕𝑧
−

𝜕𝐴3

𝜕𝑥
 ) �̂� + (

𝜕𝐴2

𝜕𝑥
−

𝜕𝐴1

𝜕𝑦
 ) �̂�]  
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=  
|
|

�̂� �̂� �̂�
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝐴3
𝜕𝑦

− 𝜕𝐴2
𝜕𝑧

𝜕𝐴1
𝜕𝑧

− 𝜕𝐴3
𝜕𝑥

𝜕𝐴2
𝜕𝑥

− 𝜕𝐴1
𝜕𝑦

|
|  

=  [
𝜕

𝜕𝑦
  (

𝜕𝐴2

𝜕𝑥
−

𝜕𝐴1

𝜕𝑧
 ) −

𝜕

𝜕𝑧
 (

𝜕𝐴1

𝜕𝑧
−

𝜕𝐴3

𝜕𝑥
 )] 𝑖̂ +  [

𝜕

𝜕𝑧
 (

𝜕𝐴3

𝜕𝑦
−  

𝜕𝐴2

𝜕𝑧
 ) −

𝜕

𝜕𝑥
 (

𝜕𝐴2

𝜕𝑥
−

𝜕𝐴1

𝜕𝑦
 )] 𝑗̂ +  [

𝜕

𝜕𝑥
 (

𝜕𝐴1

𝜕𝑧
−

𝜕𝐴3

𝜕𝑥
 ) −  

𝜕

𝜕𝑦
 (

𝜕𝐴3

𝜕𝑦
−  

𝜕𝐴2

𝜕𝑧
)] �̂�  

= (−
𝜕2𝐴1

𝜕𝑥2 −
𝜕2𝐴1

𝜕𝑦2 ) 𝑖̂ + (−
𝜕2𝐴2

𝜕𝑧2 −
𝜕2𝐴2

𝜕𝑥2  ) 𝑗̂ + (− 
𝜕2𝐴3

𝜕𝑥2 −  
𝜕2𝐴3

𝜕𝑦2  ) �̂� +

(
𝜕2𝐴2

𝜕𝑦𝜕𝑥
 −

𝜕2𝐴3

𝜕𝑧𝜕𝑥
 ) 𝑖̂ + (

𝜕2𝐴3

𝜕𝑧𝜕𝑦
 −

𝜕2𝐴1

𝜕𝑥𝜕𝑦
 ) 𝑗̂ +  (−

𝜕2𝐴1

𝜕𝑥𝜕𝑧
−

𝜕2𝐴2

𝜕𝑦𝜕𝑧
  ) �̂�  

=  (
𝜕2𝐴1

𝜕𝑥2  −  
𝜕2𝐴1

𝜕𝑦2  −  
𝜕2𝐴1

𝜕𝑧2  ) 𝑖̂ +  (
𝜕2𝐴2

𝜕𝑥2  −  
𝜕2𝐴2

𝜕𝑦2  −  
𝜕2𝐴2

𝜕𝑧2   ) 𝑗̂  +  (
𝜕2𝐴3

𝜕𝑥2  −

 
𝜕2𝐴3

𝜕𝑦2  −  
𝜕2𝐴3

𝜕𝑧2  ) �̂�  

=  − (
𝜕2

𝜕𝑥2 +  
𝜕2

𝜕𝑦2  +
𝜕2

𝜕𝑧2 ) (𝐴1𝑖̂ + 𝐴2𝑗̂ + 𝐴3�̂�) + 𝑖̂  
𝜕

𝜕𝑥
 (

𝜕𝐴1

𝜕𝑥
+

𝜕𝐴2

𝜕𝑦
+

𝜕𝐴3

𝜕𝑧
 ) + 𝑗̂  

𝜕

𝜕𝑦
 (

𝜕𝐴1

𝜕𝑥
+  

𝜕𝐴2

𝜕𝑦
+  

𝜕𝐴3

𝜕𝑧
 ) +  �̂�  

𝜕

𝜕𝑧
 (

𝜕𝐴1

𝜕𝑥
+

𝜕𝐴2

𝜕𝑦
+

𝜕𝐴3

𝜕𝑧
)  

=  ∇2 𝐴 +  ∇ (
𝜕𝐴1

𝜕𝑥
+

𝜕𝐴2

𝜕𝑦
+

𝜕𝐴3

𝜕𝑧
)   

∴  ∇  ×  ( ∇  × 𝐴 ) =  − ∇2 𝐴 +  ∇ (∇  ∙ 𝐴)  
 

પ્રશ્ન બેંક  

1. અદદશ તવધેયના ગે્રદડયટં્ની સમજ આપી િેનુ ંભૌતમતિક અથૅઘટન િારવો.           

અથવા 
 

ઓપરેટર એટલે શુ ં? અદદશ તવધેયના ગે્રદડયટં્નુ ંભૌતમતિક અથૅઘટન સમજાવો. 
2. સ્ક્રટોકનો પ્રમેય લખો અને સમજાવો. 
3.. ગોસ ડાયવજ ૅંસનુ ંપ્રમેય લખો અને સાઝબિ કરો. 
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MCQ questions : 

 

4.. ત્રણ સદદશોના અદદશ ગણુાકારમા ંચક્રીય ગણુધમૅ સમજાવો. 
5. કાટેઝઝયન યામ પધ્ધતિમા ંતત્રસદદશ ગણુાકારનુ ંસ્ક્રવરુપ મેળવો. 
6. ત્રણ સદદશોના સદદશ ગણુાકાર સમજાવી                                                        

𝑨  ⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑿 (   𝑩  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  × �⃗⃗⃗� ) = (   𝑨  ⃗⃗ ⃗⃗⃗ . �⃗⃗⃗� ) 𝑩  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ - (   𝑨  ⃗⃗ ⃗⃗⃗ . �⃗⃗⃗� ) 𝑪  ⃗⃗⃗⃗⃗   સબંધં મેળવો. 
7. કાટેઝઝયન યામ પધ્ધતિમા ંસ્ક્રથાન સદદશન ુસમય સાપેક્ષ તવકલન સમજાવી વેગ-

પ્રવેગના ંસતૂ્રો િારવો અને અદદશ સદદશ ક્ષેત્રો વણૅવો.  અથવા 
કાિેઝીય યામ પઘ્ઘતિમા ંસ્ક્રથાન સદદશ 𝑟 નુ ંસમય સાપેકે્ષ તવકલન સમજાવી વેગ-
પ્રવેગના સતૂ્રો મેળવો. 

8. ગ્રીનનો પ્રમેય ડાયવજૅન્સ પ્રમેય પરથી િારવો. અથવા 
ડાયવજૅન્સ પ્રમેય પરથી ગ્રીન નુ ંપ્રમેય િારવો.  અથવા 
ગોસના પ્રમેય પરથી ગ્રીન નુ ંપ્રમેય િારવો 

9. 𝐹 ⃗⃗⃗⃗  = (3x+4y ) 𝑖̂ + (6y-z)  �̂�  +(x-z)  �̂�  માટે div 𝐹 ⃗⃗⃗⃗  ગણો. અથવા 
  �⃗� = (𝑥 + 2𝑦)𝑖̂ + ( 2𝑦 − 𝑧)𝑗̂  + (𝑥 + 2𝑧)�̂�માટે   𝑑𝑖𝑣 �⃗� ગણો. 

10. સાઝબિ કરો કે  𝐴 ∙ (�⃗⃗� × 𝐶) = �⃗⃗� ∙ (𝐶 × 𝐴). 
11. સાઝબિ કરો કે  𝐴 ∙ (�⃗⃗� × 𝐶) = 𝐶 ∙ (𝐴 × �⃗⃗�). 
12. અદદશ તવધેય ∅ = 3𝑥2𝑦 − 𝑦3𝑧2 માટે  ઝબિંદુ્ ( 1, −2,1 ) પાસે ∇∅ અને  િેનુ ં મલૂ્ય 

શોધો. 
13. પારસ્ક્રપદરક સદદશો તવશે નોંઘ લખો. 
14. આભાસી સદદશો અને આભાસી અદદશો તવશે નોંઘ લખો. 
15. સદદશોનુ ંસકંલન સમજાવો.  
16. સાિત્યનુ ંસમીકરણ મેળવો.  
17. દિ-પાદરમાઝણક ઘ્રવુીય યામ પઘ્ઘતિ (𝑟, 𝜃)  મા ંસદદશોનુ ંતવકલન સમજાવી કણનો 

રેખીય વેગ , રેખીય વેગમાન અને કોણીય વેગમાનના સતૂ્રો મેળવો. 
18. પથૃ્વીનુ ંકોણીય વેગમાન શોઘો. 
19. સદદશ તવકલન ઓપરેટર ∇ તવશેની માદહિી આપો.  
20. લાપલાસીય સમીકરણો લખો.  
21. સદદશના કલાનુ ંભૌતમતિક મહત્વ સમજાવો.  
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1. 
કોઇ પણ સપાટીનુ ંકે્ષત્રફળ અદદશ રાશી કે સદદશ રાશી ?( Surface area of any 

surface is scalar or vector quantity ?) 

અદદશ 
રાશી 

 
ક્ષેત્રફળ ______ રાશી છે.( Area is a  ______physical quantity. )(a) 
અદદશ(Scalar) (b) સદદશ(vector )(c) બનંે(scalar and vector  )(d) એક પણ 
નહીં(none of these) 

(a) 

2. જો ø(x,y,z) =2x2y – y2z2  હોયિો ( 1,-2,-1 ) ઝબિંદુ્ આગળ ∇∅ =  ______.( If 
ø(x,y,z) =2x2y – y2z2 , ∇∅ =  ______at point( 1,-2,-1).) 
(a) -12 𝑖̂ - 9 �̂� -16 �̂�  (b) -8 𝑖̂ +6 �̂� +8 �̂�  (c) 12 𝑖̂ + 9 �̂� +16 �̂�  (d) 8 𝑖̂ - 6 �̂� -8 �̂�  

(c) 

3. સદદશ F નુ ંડાયવજ ૅંન્સ કઇ સજં્ઞાથી રજૂ થાય. (By which symbol diversion of 

vector F is explain ?) 
 

( a )  ∫ 𝐹 ⃗⃗⃗⃗ 𝑑𝑎⃗⃗ ⃗⃗ ⃗       (b)   ∇⃗⃗⃗⃗⃗  ×  �⃗�    (c)  ∫ 𝐹 ⃗⃗⃗⃗ 𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗         (d)   ∇⃗⃗⃗⃗⃗  . �⃗� 

(d) 

4. ત્રણ એકમ સદદશોનો અદદશ ગણુાકાર _______ થાય. (Dot product of three 

unit vector is _______.)                                                            
(a) શનૂ્ય (Zero) (b) એક (One) (c)  અનિં(Infinite) (d) આમાથંી એકપણ 
નહીં(None of these) 

( a ) 

5. 𝐴 ⃗⃗⃗⃗   ∥  �⃗⃗�    હોયિો  𝑨  ⃗⃗ ⃗⃗⃗ ∙ (   𝑩  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  × �⃗⃗⃗� ) =______ (If   𝐴 ⃗⃗⃗⃗   ∥  �⃗⃗�    then  𝑨  ⃗⃗ ⃗⃗⃗ ∙ (   𝑩  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  × �⃗⃗⃗� 

) =______)                ( a ) 1          (b) -1  (c) ૦   (d) α 
(c) 

6. જો 𝐴 ⃗⃗⃗⃗   ,  𝐵 ⃗⃗⃗⃗   અને 𝐶 ⃗⃗⃗⃗   લબંઘનની બાજુઓ હોયિો લબંઘનનુ ંકદ _______થાય. 
(If 𝐴 ⃗⃗⃗⃗   ,  𝐵 ⃗⃗⃗⃗   and 𝐶 ⃗⃗⃗⃗   are adjacent side of a parallelepiped then 

_________would be volume)  (a)  𝑨  ⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑿  𝑩  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ×  �⃗⃗⃗�  (b) 𝑨  ⃗⃗ ⃗⃗⃗ ∙ (   𝑩  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ×  �⃗⃗⃗� )  (c) 
𝑨  ⃗⃗ ⃗⃗⃗  𝑩  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  �⃗⃗⃗�  (d) 𝑨  ⃗⃗ ⃗⃗⃗ (   𝑩  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ∙  �⃗⃗⃗� )   

(b) 

7. અદદશ ક્ષેત્રમા ંઅદદશ તવધેય ____________ હોય છે.( Scalar function in scalar 

field is  ___________ .)      ( a ) સિિ(Continuous) (b) અસિિ(Discreet) 
(c) અંશિઃ સિિ(Partly continuous) (d) અંશિઃ અસિિ(Partly discreet) 

( a ) 

8 ∇∅ ને ________ હોય છે. (∇∅ has________ )  

( a )માત્ર મલૂ્ય(only value )  (b) માત્ર દદશા (only direction )  (c) મલૂ્ય અને 
દદશા બનંે(  both value and direction) (d) એકપણ નહીં (none of the above ) 

(c) 

9. િાપમાનની રાતશ દશૉવો.( Write physical quantities of temperature.) 
( a ) સદદશ (Vector  )(b) અદદશ(Scalar  ) (c) સેંટીગ્રૅડ(Centigrade )     (d) 
ફેરનહીટ(Fahrenheit ) 

(b) 
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10. કલૅ એટલે શુ ં? (What is curl ? ) 

(a) સદદશ ગણુાકાર(vector product ) (b)અદદશ ગણુાકાર(scalar product) 
(c)સદદશ સરવાળો (vector addition )(d)અદદશ સરવાળો(scalar addition) 

(b) 

11. ઘનિા __________ રાતશ છે.( Density is a __________ physical quantity.) 

(a) અદદશ(Scalar)   (b) સદદશ(vector)  (c) અદદશ અને સદદશ(scalar and 

vector)  (d) એકેય  નહીં(none of these) 

(a) 

12. 𝑖̂ ∙ �̂�  = ________ ( a ) 1 (b) 2 (c) -1   (d) 0  (d) 

13. કોઇ પણ સદદશકે્ષત્રના ડાયવજ ૅંન્સનુ ંઅમકુ કદ પર લીધેલુ ંકદ સકંલન િે કદને 
ધેરાિા પષૃ્ઠ પરના સદદશના પષૃ્ઠ સકંલન જેટલુ ંહોય છે. આ તવઘાનને _______ 
કહ ેછે.( _______ theorem states that the normal surface integral of a vector 

function over the boundary of a closed surface which is the flux across surface 
is equal to the volume integral of the divergence of the function over the 
volume enclosed by the surface. )   

(a) સ્ક્રટોકનો પ્રમેય(Stoke’s theorem )(b) ગોસ-ડાયવજૅન પ્રમેય(Gauss-

Divergence theorem)   (c) ગ્રીન પ્રમેય(Green’s theorem  )(d) કાનૉટ 
પ્રમેય(Carnot’s theorem) 

(b) 

14. તવધિુ ફલકસ કઇ રાતશ છે ?( What kind of physical quantity electric flux ? 

) 

( a ) અદદશ(Scalar)   (b) સદદશ(vector)   

(c) ટેન્સર(Tenser)  (d) એક પણ  નહીં(none) 

(b) 

15. જો કણનો રેખીય વેગ   ʋ⃗⃗⃗⃗⃗  અને રેખીય વેગમાન   p⃗⃗⃗⃗⃗ હોય િો   ʋ⃗⃗⃗⃗⃗  ×  �⃗� = 
________.( If linear velocity   ʋ⃗⃗⃗⃗⃗  and linear momentum   p⃗⃗⃗⃗⃗ of a particle then 
  ʋ⃗⃗⃗⃗⃗ × �⃗� =________)  

 ( a ) 1 (b) 1 કરિા ંમોટંુ (more then one)(c) 0(zero)  (d) એક પણ 
નહીં(none) 

(d) 

16. સમિલસ્ક્રથ સદદશો  𝐴 ⃗⃗⃗⃗   ,  𝐵 ⃗⃗⃗⃗   અને 𝐶 ⃗⃗⃗⃗   માટે  𝑨  ⃗⃗ ⃗⃗⃗ ∙ (   𝑩  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  × �⃗⃗⃗� )   =  _________. 
(For three coplanar vectors  𝐴 ⃗⃗⃗⃗   ,  𝐵 ⃗⃗⃗⃗   and 𝐶 ⃗⃗⃗⃗   then 𝑨  ⃗⃗ ⃗⃗⃗ ∙ ( 𝑩  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  × �⃗⃗⃗� ) =  
_________.  )   ( a ) 1   (b) 0(zero) (c) અનિં(infinite)  (d) 1/4 

(b) 

17. ટોકૅ _______ રાતશ છે. ( અદદશ / સદદશ ) Torque is  _______quantity ( 
scalar / vector ) 

સદદશ 

18. 𝐴 ⃗⃗⃗⃗  ∙ 𝐵 ⃗⃗⃗⃗ ∙  𝐶 ⃗⃗⃗⃗   = ________. (𝐴 ⃗⃗⃗⃗  ∙ 𝐵 ⃗⃗⃗⃗ ∙  𝐶 ⃗⃗⃗⃗   = ________.) 
(a )[𝐴 ⃗⃗⃗⃗   𝐵 ⃗⃗⃗⃗    𝐶 ⃗⃗⃗⃗ ]    ( b)AB cos ϴ  (c ) AB sin ϴ   ( d) શક્ય નથી(Not possible) 

( d) 
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19. સદદશ તવઘેયનો કલૅ સદદશ રાતશ છે કે અદદશ ? (Is curl of vector function Scalar 

or vector ?)           
અદદશ   

20. તત્રઅદદશ ગણુાકાર__________ (a) અદદશ છે. (b) સદદશ છે. (c )  માત્ર અદદશો સાથેનો 
ગણુાકાર છે.   (d) બ ેસદદશ અને એક અદદશ વચ્ચેનો ગણુાકાર છે,  

(a) 

21. [𝐴  ⃗⃗⃗⃗⃗ 𝐵 ⃗⃗⃗⃗  𝐶 ] ન ુમલુ્ય _______ છે.    ( a ) 1    (  b ) ∞  (  c ) π/2   (  d ) શનુ્ય (  d ) 
22.   [ 𝐴  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝐵 ⃗⃗⃗⃗  𝐶 ]  મા જો બ ેસદદશો ઍકબીજાન ેસમાિંર હોય િો [ 𝐴  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝐵 ⃗⃗⃗⃗  𝐶 ]   ન ુમલુ્ય 

_______         (a ) સદદશ  𝐴  ⃗⃗⃗⃗⃗ના  મલુ્ય જેવ ુમળે. (b) સદદશ  𝐴  ⃗⃗ ⃗⃗⃗ × �⃗⃗� ના  મલુ્ય જેવ ુ
મળે. જયા ં 𝐴  ⃗⃗ ⃗⃗⃗   ∥  �⃗⃗� છે.     ( c ) શનુ્ય મળે.   (d )  અનિં  મળે. 

( c ) 

23. તત્રઅદદશ ગણુાકાર એ _________ 

 ( a) કોઈ પણ આકારના પદાથૅનુ ંકદ આપે છે.  ( b) સમિલના ક્ષેત્રફળનોવગૅ આપે છે.  

(  c ) ચતષુ્ફલકનુ ંકદ આપે છે.               (  d )માત્ર ગોળાનુ ંજ કદ આપે છે. 

(  c ) 

24. 𝐴  ⃗⃗⃗⃗⃗ × (   𝐵  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ×  𝐶 ) થી મળિો સદદશ ____________                                                                 

(a )  𝐴  ⃗⃗⃗⃗⃗ અને  𝐴  ⃗⃗⃗⃗⃗ ન ુરેઝખય સયંોજન છે.  ( b ) 𝐴  ⃗⃗⃗⃗⃗ અને 𝐴  ⃗⃗⃗⃗⃗  ન ુરેઝખય સયંોજન છે.                                                                                                                        

(c )  𝐴  ⃗⃗⃗⃗⃗અને 𝐴  ⃗⃗⃗⃗⃗  ન ુરેઝખય સયંોજન છે.  (d ) ઉપરના બધા તવધાનો ખોટા છે. 

( b ) 

25. જો   𝐴  ⃗⃗⃗⃗⃗ × (   𝐵  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ×  𝐶 )  = 4(   𝐵  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗   -  8 𝐶 હોય િો ,                                                                     

(a ) 𝐴  ∙ 𝐶 = 4  (b ) 𝐴 ∙ �⃗⃗� = 8  (c ) 𝐴  ∙ 𝐶 = 8   (d ) 𝐴 ∙ �⃗⃗�= -4 
(a )  ,  

(b )   
26. જો 𝐴  ⃗⃗⃗⃗⃗ × (    𝐵  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ × 𝐶 )  મા ંઅને  પરસ્ક્રપર લબં હોય િો  𝐴  ⃗⃗⃗⃗⃗ × (   𝐵  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ × 𝐶 )                      

(a ) 𝐵  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ને લબં છે.  ( b) 𝐶 ને લબં છે.  (c ) 𝐵  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ને સમાિંર છે. ( d) 𝐶 ને સમાિંર છે.   
(c ) 

27. 𝐴  ⃗⃗⃗⃗⃗ × (   𝐵  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ×  𝐶 )  નો  સદદશ ____________                                                                               

(a )  𝐴  ⃗⃗⃗⃗⃗ ને લબં પણ  𝐶  ⃗⃗⃗⃗⃗ ને સમાિંર  છે.  ( b ) 𝐴  ⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐵  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  , 𝐶  ⃗⃗⃗⃗⃗  એમ ત્રણેયન ેલબં છે.                                                                                                                        

(c )  ની કોઇ તનતશ્રિ દદશા હોિી નથી.   (d ) ઉપરના બધા તવધાનો ખોટા છે. 

(d ) 

28 𝑖̂  × ( 𝑗̂  × �̂� ) =…………….. 

(a)   1          (b)  અનિં           ( c) વ્યાખ્યાતયિ થઇ શકે નહીં             (d) 0 
(d) 

29 એક કણનો સ્ક્રથાન સદદશ સતૂ્ર (2,3t , 4t2 ) અનસુાર સમય સાથે બદલાય છે િો 
t=1 સેકન્ડે િેનો પ્રવેગ ................. હશે.   સેકન્ડમા ંઅને સ્ક્રથાન સદદશ મીટરમા ં
છે. 
(a  )  0  𝑚

𝑆⁄ 2   ( b  ) 8�̂�   𝑚
𝑆2⁄    ( c )  √13𝑗    ̂ 𝑚

𝑆2⁄    (  d )  5�̂�   𝑚
𝑆2⁄  

(b)   

30 કોઇ  સમયે એક કણનો વેગ સદદશ ( 0, 2t , 3t ) છે. િો  t =2 સેકન્ડે િેનો સ્ક્રથાન 
સદદશ--------- હશે. કણની ગતિ ઉગમઝબિંદુ્થી શરુ થાય છે.  
( a )  ( 0,9,4)  (b ) ( 9, 4,0 )  ( c  ) ( 0 ,4 ,9 )  (d  ) ( 4, 9, 0 )  

( c) 

31 નીચેના માથંી ક્યુ ંકે્ષત્ર અદદશ કે્ષત્ર છે ?  

(a ) ઓરડામા ંિાપમાનની વહેંચણી ( b ) ઓરડામા ંતવઘિુકે્ષત્રની વહેંચણી  

(a) 
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( c ) પાણીનુ ંઘારારેખી વહન  ( d) પાણીનુ ંવમળયકુ્િ વહન  
32 𝑔𝑟𝑎𝑑 (

1

𝑟
)નુ ંસતૂ્ર --------- છે. જયા ં𝑒�̂�  એ 𝑟 સદદશ  ની દદશામા ંએકમ સદદશ 

છે.  

( a ) −
1

𝑟2   ( b  ) −
1

𝑟2 
 𝑒�̂�   ( c  )  1

𝑟
 𝑒�̂�    ( d  )  −

1

𝑟
 𝑒�̂� 

(b)   

33 જો �⃗⃗�   એ  ચુબંકીય પે્રરણ હોય િો   ∇ ∙ �⃗⃗� =   ------------- 

(a) 4𝜋�⃗⃗�  ( b) 0 ( c)  �⃗⃗� પર આઘાર રાખી ગમે િે (d) ઉપરનામાથંી કોઇ નહીં   
(b)   

34 એક તવઘિુકે્ષત્રમા ંતવઘિુસ્સ્ક્રથતિમાન 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −7𝑥2 2𝑦  વડે અપાય છે િો  
તવઘિુકે્ષત્ર શોઘો.  

( a ) −21𝑥𝑖̂ + 2𝑗̂ (  b ) 21𝑥𝑖̂ − 2𝑗̂ ( c ) 21𝑥𝑖̂ + 2𝑗̂  ( d  ) −21𝑥𝑖̂ − 2𝑗̂  

(b)   

35 જો  �⃗⃗� એ ચુબંકીય પે્રરણ હોય િો  ∇ ∙ �⃗⃗�   આ પદરણામ દશાાવે છેકે  

( a )આપેલ ઝબિંદુ્ પાસે �⃗⃗� ક્ષેત્રમા ંએકમ કદમા ંકંઇક પ્રાપ્પ્િસ્ક્રથાન( source) છે.           
(  b ) આપેલ  ઝબિંદુ્ પાસે �⃗⃗� ક્ષેત્રમા ંએકમ કદમા ંકંઇક sink  છે.                                  
(  c ) (a) અને (b) બનંે સાચા છે.     ( d  )  (a) અને (b) બનંે ખોટા છે.  

(d) 

36 આપેલ ક્ષેત્ર સોલેનોઇડ ક્ષેત્ર ત્યારે કહવેાય જયારે -------------- 

( a ) ક્ષેત્રનો ગ્રેદડયન્ટ શનૂ્ય હોય   ( b  ) ક્ષેત્રનો curl શનૂ્ય હોય                            
( c  ) ક્ષેત્રનો ડાઇવર્જન શનૂ્ય હોય     ( d  ) ક્ષેત્ર અદદશ હોય   

( c) 

37 એક સદદશ ક્ષેત્રનો  curl શનૂ્ય છે, િો આ કે્ષત્ર -----------                             
(a) ઝ્ડપથી બદલાત ુહશે                  ( b) અ-ભ્રમણીય કહવેાય                                                      

(c) ચુબંકીય કે્ષત્ર હશે.            ( d) ઉપરનામાથંી એક પણ  નહીં   

(b)   

38 ગૉસનો ડાયવર્જન પ્રમેય ક્ષેત્રના ------------------ 

(a ) રેખા સકંલન અને કદ સકંલનને સાકંળે છે.( b) ડાયવર્જનના રેખા સકંલન 
અને ક્ષેત્રના કદ સકંલનને સાકંળે છે. ( c ) ડાયવર્જનના કદ સકંલન અને ક્ષેત્રના 
પષૃ્ટ સકંલનને સાકંળે છે. ( d ) ઉપરનામાથંી એક પણ નહીં  

( c ) 

39 ગૉસનો ડાયવર્જન પ્રમેય -------- 

(a ) ક્ષેત્રના ગ્રેદડયન્ટ અને કલા વચ્ચેનો સબંઘં છે. ( b ) ક્ષેત્રના ગ્રેદડયન્ટ અને 
ડાયવર્જન વચ્ચેનો સબંઘં છે.  ( c) કે્ષત્રના ડાયવર્જનનુ ંમલૂ્ય આપે છે. ( d) 
ઉપરના બઘા તવઘાનો ખોટા ંછે.   

( d) 

40   ∭(∇ ∙ �⃗�)𝑑𝜏    શુ ંદશાાવે છે ?  

(a ) કદના પષૃ્ઠ સાથે સકંળાયેલા ફલકસ ( b) કદના પષૃ્ઠ પરના દરેક ઝબિંદુ્એ 
ક્ષેત્ર ( c) કદમા ંકુલ કે્ષત્ર   (d ) ઉપરનામાથંી એક પણ નહીં  

(a ) 

41 સ્ક્રટોકના પ્રમેયમા ંક્યા સકંલનો આવે છે ?  ( b) 
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( a) ડાયવર્જનનુ ંરેખા સકંલન અને કે્ષત્રનુ ંકદ સકંલન  ( b)કલાનુ ંપષૃ્ઠ સકંલન 
અને કે્ષત્રનુ ંરેખા સકંલન ( c)કલાનુ ંરેખા સકંલન અને કે્ષત્રનુ ંપષૃ્ઠ સકંલન (d ) 
કે્ષત્રના રેખા અને પષૃ્ઠ સકંલન  

42  ∇ × (∇ × �⃗�)  ને 𝐴 × (�⃗⃗� × 𝐶)  માટેનુ ંસતૂ્ર લગાડીએ િો (∇ × ∇ × �⃗�) =--------- 

(a ) ∇2 × 𝐹  ( b) ∇2 ∙ �⃗� − ∇ ∙ �⃗� (c )∇ ∙ (∇ ∙ �⃗�) − ∇2�⃗� (d ) ઉપરનામાથંી એક 
પણ નહીં 

(c ) 

43 ∇ ∙ (∅𝐴) =  ∅∇ ∙ 𝐴 +  − − − − − − −  

(a ) 𝐴 ∙ (∅∇)   (b ) 𝐴 ∙ ∅∇  (c ) (𝐴∅) ∙ ∇    (d ) ઉપરનામાથંી એક પણ નહીં 
(a ) 

 


